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Forord

Denne bog er skrevet til stx B niveau efter 2017 bekendtgerelsen.

Jeg har lavet en raekke vejledninger i hvordan IT-veerktojerne
Maple og GeoGebra kan anvendes til at lose en reekke problemstil-
linger. Disse vejledninger findes i boksene

Maple
Tekst i kursiv er forklaringer til udregninger.
Tekst i courier er kommandoer.

Maple output er centeret

GeoGebra

Tekst i kursiv er forklaringer til udregninger.
Tekst i courier er kommandoer.

— GeoGebra output

Der er tilknyttet en reekke videoer og opgaver til materialet,
disse kan tilgas ved at klikke pad QR-koden i margen. QR-koden
scannes hvis man egnsker at tilga videoerne via en ekstern enhed
med kamera.

For at opna en ensartet notation og konsistens i forhold til
IT-veerktejerne, er punktum anvendt som decimalseparator. Mel-
lemrum er brugt til at gruppere cifre, nar der er 5 eller flere cifre
sammen.

Opgaverne er opdelt i to grupper

Ovelse 1
Disse opgaver skal lgses uden IT-varktgj.

Link til min YouTube-kanal.
Husk af abonnere.


https://www.youtube.com/dennispipenbring
https://www.youtube.com/dennispipenbring

Ovelse 2
Disse opgaver skal lgses med IT-verktgj.

I appendikset finde problemstillinger til gruppedelen af den
mundtlige eksamen og speorgsmadl til den individuelle del af den
mundtlige eksamen.

Kommentarer, rettelser og forslag til forbedringer eller nye
videoer og/eller opgaver sendes til dp@matx.dk.
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1
Deskriptiv statistik

I en verden med en endelgs strom af data, skal data systematiseres
og ordnes for at fa overblik. Overblikket giver mulighed for at
treeffe de gode beslutninger. Beslutninger der forer til det gode liv.

Deskriptiv statistik er et redskab til at beskrive et datamateriale.
Ofte vil et datamateriale veere for omfattende til, at det er muligt
at overskue og konkludere noget om, det blot ved at se pa selve
datamaterialet. Derfor er der udviklet forskellige metoder, modeller
og tabeller, som gor det muligt at overskue store meengder af data,
og pa baggrund af disse modeller og tabeller er det muligt at
drage konklusioner pa baggrund af datamaterialet. Hvis man ikke
forstér at leese tabeller og hvis man ikke ved, hvordan man skal
forstd de statistiske begreber, kan man ikke selv drage konklusioner
eller forsta andres konklusioner. I det folgende vil data ofte veere
simpelt for, at give plads til forstdelsen, inden de store dataseet
preesenteres. Det er forst i de store dataseet, at tabeller, figurer og
modeller har deres berettigelse.

Som eksempel pa anvendelse af deskriptiv statistik ses pa ulig-
hed. Ulighed mellem mennesker er en rejse i tid og rum. Nar man
er ung og studerende har man en lille indkomst og en lille eller in-
gen formue, mdske endda en lille geeld. Nar man lige har etableret
sig med hus, bil og bern og lige er begyndt at arbejde, har man
en storre indkomst og en stor geeld. Ndr man er blevet eeldre og
har haft en del ar med egen virksomhed eller pa arbejdsmarkedet
som lenmodtager, har man en stor indkomst og en lille geeld og
maske ogsa en formue. Nar man er gaet pa pension har man en
lille indkomst og en stor formue. Hvordan skal man sa male den
okonomiske ulighed?



1.1 Observation og hyppighed

Den mindste enhed i et dataseet er en observation. Her ses pa dispo-
nibel personlig indkomst fra https:/ /statistikbanken.dk /INDKP106
fra ar 2017. For at gere data mere overskuelige har jeg lagt nogle
intervaller sammen. For en nemheds skyld omskriver jeg interval-
lerne 150000 - 199 999, som de stér i Statistikbanken, til 150 000 -
200 000. Grunden til dette er, at naeste interval starter ved 200 000
og derfor vil et IT-veerktej ikke vide hvad der sker i intervallet fra
199 999 til 200 000.

Indkomst Hyppighed
Under 150000 kr. 1483334
150 000 - 200 000 kr. 861 705
200 000 - 250 000 Kr. 734849
250 000 - 300 000 Kkr. 598 537
300 000 - 400 000 Kr. 641239
400 000 - 500 000 kr. 229766
500 000 kr. og derover 195171
I alt 4744601

= Eksempel 1 Antallet af personer med en indkomst under 250 ooo kr
beregnes ved at leegge de forste tre indkomstintervaller sammen.

1483334 + 861705 + 734 849 = 3079 888

Ovelse 1 Beregn antallet af personer med en indkomst mellem
300000 kr og 500 000 kr

@velse 2 Opstil fire tilsvarende hyppighedstabeller for de 15-24
arige, 25-39 arige, 40-64 drige og 65+ arige.Gem data i en fil
i jeres IT-veerktgj fx Maple. Brug ikke Excel selvom det vir-
ker som den mest enkle lgsning i begyndelsen. Brug tabellen
https:/ /statistikbanken.dk /INDKP106.

Tabel 1.1: Personlig disponi-
bel indkomst med hyppighed.



1.2 Frekvens

Definition 1 Frekvensen er hyppigheden divideret med det totale

antal observationer. E —L E
Hyppigheden i
- -100%
Det totale antal observationer

Frekvens i procent =

[=]

Video der forklarer beregning

861705 o o af frekvens.
m N 100/0 ~ 18/0

m Eksempel 2 Frekvensen af personer med en indkomst under 100 0oo kr.

Qvelse 3 Beregn frekvensen af personer med en indkomst mel-
lem 300 000 kr og 400 0oo kr.

Det er en fordel at bruge et IT-veaerktgj, hvis der skal laves flere
beregninger og serligt hvis der skal tegnes diagrammer. Her intro-
duceres Maple som IT-veerktej. Det er seerligt vigtigt at bemeerke at
i Maple bruges decimal punktum. Statistikbanken bruger punktum
som tusindtalsseparator, og det betyder, at tal der i statistikban-
ken star som 50.000, i Maple skal skrives 50000 uden punktum.
Statistikbanken bruger decimal komma, og det betyder at der i
statistikbanken stdr 54.623,75, i Maple skal det skrives 54623.75
uden tusindtalsseparator og med decimal punktum.

En anden vigtigt notation i Maple er notationen for et interval.
I statistikbanken star der 25.000 - 50.000, i Maple skal de skrives
25000..50000. Der bruges altsa to punktummer i stedet for en streg.

Bemeerk at der ikke er en ovre og nedre greese i statistikbanken.
Disse greenser skal senere bruges i beregninger og derfor veelges
okr som den nedre greense og 1000 0oo kr. som den gvre grense. I
virkeligheden er den nedre graense negativ, fordi personer med en
personlig virksomhed godt kan have en negativ indkomst i enkelte
ar, fordi virksomheden har givet underskud. Den ovre graense er
ogsd langt over 1 000000 kr., men der er sa fa der tjener si hgj en
len over lang tid.
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https://youtu.be/qj7ILfSsceY
https://youtu.be/qj7ILfSsceY

Maple

with(Gym):
i 0 .. 150000 1483334 |
150000 .. 200000 861705
200000 .. 250000 734849
data:= | 250000 .. 300000 598537
350000 .. 400000 641239
400000 .. 500000 229766
| 500000 .. 1000000 195171

frekvensTabel (data, output = tabel)

observation hyppighed | frekvens(%) kumuleret (%)
0 .. 150000 1483334 31.3 31.3
150000 .. 200000 861705 18.2 49.4
200000 .. 250000 734849 15.5 64.9
250000 .. 300000 598537 12.6 77.5
300000 .. 400000 641239 13.5 91.0
400000 .. 500000 229766 4.8 95.9 E;-AIE:.E
500000 .. 1000000 | 195171 4.1 100.0 ‘
Det er veerd at bemeerke at summen af frekvenserne altid skal E
veere 100 %. Hvis det ikke er tilfeeldet, er der lavet en regnefejl. Video der viser hvordan der
kan arbejdes med grupperede
Ovelse 4 Opstil frekvenstabeller for de 15-24 drige, 25-39 ari- observationer i Maple.
ge, 40-64 arige og 65+ arige. Brug hyppighedstabellerne fra
tidligere.

ovelse 5 Benyt frekvenstabeller for de 15-24 drige, 25-39 arige,
40-64 arige og 65+ arige til at bestemme hvor mange procent
der tjener mellem 200 ooo kr. og 400 0oo kr.

gvelse 6 Kommentér forskellen mellem indkomsten for de fire
aldersgrupper. Hvilken ekstra information fés ved at beregne
frekvensen?
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https://youtu.be/FUz9BmkuMSA
https://youtu.be/FUz9BmkuMSA

1.3 Kumulerede frekvenser

Den kumulerede frekvens af en observation er frekvensen af alle
observationer mindre end observationen.

= Eksempel 3 Den kumulerede frekvens for en disponibel personlig
indkomst pa 400 0oo kr. er

31.3+182+15.5+12.6 +13.5 =91.0

Det betyder at 91% af personerne har en disponibel personlig
indkomst under 400 ooo kr. Der er derfor 9 % der har en disponibel
personlig indkomst over 400 0oo kr. .

ovelse 7 Bestem de kumulerede frekvenser for de fire alders-
grupper 15-24 arige, 25-39 drige, 40-64 drige og 65+ arige. Brug
frekvenstabellerne fra tidligere.

ovelse 8 Benyt de kumulerede frekvenser for de fire alders-
grupper 15-24 arige, 25-39 drige, 40-64 drige og 65+ arige til at
bestemme hvor mange procent der tjener over 400 ooo kr.

1.4 Gennemsnit

Det samlede gennemsnit udregnes ved at gange intervalmidtpunk-
terne med frekvensen for hvert interval og leegge resultaterne

sammen.

= Eksempel 4 Gennemsnittet af den personlige disponible indkomst

~0+150000 1182 150000 + 200 000 n

. -~ 224717
2 2

31.3

Den gennemsnitlige personlige indkomst er 224 717 kr. .

Bemeerk at middeltallet skal veere et tal der ligger mellem det
hgjeste og det laveste tal i dataseettet, ellers er der lavet en regnefejl.
Denne made at beregne gennemsnittet kan godt give et andet
resultat end, hvis alle observationsveerdier er kendt.

Video der viser hvordan ku-
mulerede frekvenser bestem-
mes.

Video der forklarer hvordan
gennemsnit kan beregnes.
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https://youtu.be/fVwEAm6NCME
https://youtu.be/fVwEAm6NCME
https://youtu.be/idROf_uvy1g
https://youtu.be/idROf_uvy1g

Ovelse 9 Bestem de gennemsnitlige indkomster for de fire al-
dersgrupper 15-24 arige, 25-39 arige, 40-64 arige og 65+ arige.
Brug frekvenstabellerne fra tidligere.

I Maple kan gennemsnittet ogsa beregnes. Er Gym-pakken og
data indleest, kan kommandoen gennemsnit bruges.

Maple
with(Gym):
gennemsnit(data)
224717.257573398

1.5 Diagrammer

Et diagram er en grafisk made at illustrere data pa. Her ses pa tre
diagrammer.

1.5.1 Sumkurve

Sumkurven tegnes ved at afmeerke den summerede frekvens som
y-veerdien og endepunkterne af de tilherende intervaller som x-
veerdien i et koordinatsystem. Der ud over afmeerkes startpunktet
af det forste interval pd x-aksen, som i dette tilfeelde er 0. P4 grafen
er disse punkter markeret med e. Herefter seettes streger mellem
punkterne.

Sumkurve
Kumuleret frekvens / %

100 1 - @

| /

50 1

25/ [
o) o) o) o) o) o o o o o)
o) o) o] o) o) 5 & 5 & o)
o) fs) o] o) o) 5 o 5 & o)
o) o) o) o) o) o o o o o)
s) s o) o] o) & o 5 o o)
= & A O B 8 KR B & e

il
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Video der viser hvordan sum-
kurven tegnes.

Indkomst / kr


https://youtu.be/k9rIdVud2o0
https://youtu.be/k9rIdVud2o0

Kvartilerne aflaeses ved at gé fra hhv. 25 %, 50 % og 75 % pa
y-aksen til kurven og derefter ned pé x-aksen og afleese kvartilerne.

Kumuleret frekvens / % Sumkurve
100 1 | Py
75
50
25—
Q*]Q% ol 0

o o o o o o 5 o} o o
o o o} o o o o} o} o o
=} [} o =} [} o o o [} [}
o o ) o o o ) ) o o
o o Q =] o Q Q 1} Q o
— 3] [a} < n O SN 0 (o)} 8

Symbol | Kuvartil Indkomst

Q1 Nedre kvartil | 119950 kr.

Q2 Median 201 850 kr.

Q3 Dvre kvartil | 289980 kr.

Tallene 119950 kr., 201 850 kr. og 289980 kr. er kvartilseettet.
Det udvidede kvartilseet indeholder ogsa den sterste og mindste
veerdi.

I Maple kan gennemsnittet ogsd beregnes. Er Gym-pakken og
data indleest, kan kommandoen plotSumkurve bruges.

Maple
plotSumkurve(data)

En sumkurve kan ogsa anvendes til at afleese hvor mange
procent der er indenfor et givet interval. P4 sumkurven ses at 83%
har en indkomst under 340 000. P4 sumkurven ses at 35% har en
indkomst der er 160000 kr. eller under, og der er 66% der har
en indkomst der er 255000 kr. eller under. Ved at traekke de to
procenttal fra hinanden, fas det at 31% har en indkomst mellem
160000 kr. 0g 255 000 kr.

Video der viser hvordan kvar-
tilerne afleeses.

DESKRIPTIV STATISTIK 13


https://youtu.be/hfGr-JHcCss
https://youtu.be/hfGr-JHcCss

For at aflaese pa sumkurven kan kommandoen sumkurve an-
vendes.

Maple
f(x):=sumkurve(data, x)

f := x — sumkurve(data, x)

f(340000)
0.829346998830882
solve(f(x)=0.35)
160286.3712
solve(f(x)=0.66)
254306.2217

@velse 10 Tegn sumkurven og aflees kvartilerne for de fire al-
dersgrupper 15-24 arige, 25-39 arige, 40-64 drige og 65+ arige.

@velse 11 Udregn hvor mange procent af de fire aldersgrupper
15-24 drige, 25-39 arige, 40-64 drige og 65+ drige der har en
indkomst mellem 150 000 kr. og 250 000 kr.

Qvelse 12 Fattigdomsgreensen kan fx saettes ved 50% af median-
indkomsten.

1. Hvad er sa fattigdomsgreensen for den personlige disponible
indkomst i kr.?

2. Hvor mange procent af personerne er sa fattige?

3. Bestem fattigdomsgraensen for de fire aldersgrupper 15-24
arige, 25-39 arige, 40-64 drige og 65+ drige.

4. Hvor mange procent i hver af de fire aldersgrupper, som er
fattige relativt til deres egen gruppe og relativt til alle.

14



1.5.2 Boksplot

Boksplot kan tegnes ud fra det udvidede kvartilseet.

Deskriptor Indkomst (kr.)
Mindste veerdi 0
Forste kvartil 119950
Anden kvartil / median 201 850
Tredje kvartil 289980
Sterste veerdi 1000 000

Alle |- |—

200000

400000 -

600000 |-

800000 |-
1000000 | m—t—

Formalet med boksplottet er at se fordelingen af indkomsterne.
I boksplottet inddeles data i fire lige store dele. 25 % af personerne
ligger mellem mindste veerdi og ferste kvartil og 25 % af personerne
ligger mellem forste og anden kvartil osv.

Hvis data er indleest kan en boksplot i Maple tegnes med

kommandoen bOkSplot. Video der forklarer hvordan
et boksplot tegnes.
Maple
with(Gym):
boksplot(data)

Boksplottet til at sammenligne to eller flere dataset. Et udvidet
kvartilseet bestemmes for hver af dataseettene, og boksplottene
tegnes i samme koordinatsystem.

DESKRIPTIV STATISTIK 15


https://youtu.be/KSqIxKbPfwg
https://youtu.be/KSqIxKbPfwg

Pensionister - I— —| =

Lenmodtagere

Il

Studerende

—
|

| | | |
0 150000 300000 450000

Skal to boksplot sammenlignes og er data indleest som dataA
og dataB kan boksplot ogséd benyttes.

Maple
with(Gym):
boksplot(dataA,dataB)

Skal tre eller flere boksplot tegnes, kan Statistics-pakken bruges
med kommandoen BoxPlot. Her skal mindste observationsveerdi,
forste kvartil, anden kvartil, tredje kvartil og sterste observations-
veerdi indtastes.

BoxPlot([min, Q1, Q2, Q3, max])

Med denne kommando er det ogsd muligt at seette labels pa data.
Det er ogsd muligt at seette egne farver pa boksene, se Maples
hjeelpefunktion.

Maple
Statistics[BoxPlot] ([
[1, 2, 3, 4, 6],
[1.4, 3, 5, 6.5, 9],
[3.4, 4.5, 5, 6, 711,
datasetlabels = [Studerende, Lgnmodtagere,
Pensionist])
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Ovelse 13 Tegn boksplottet for de fire aldersgrupper 15-24 arige,
25-39 drige, 40-64 arige og 65+ drige i samme koordinatsystem.

ovelse 14 Kommentér forskellen i indkomsten for de fire alders-
grupper 15-24 arige, 25-39 arige, 40-64 arige og 65+ arige med

udgangspunkt i boksplottet.

1.6 Diskrete observationer

I det tidligere afsnit sds pa indkomst, der af praktiske hensyn
var inddelt i intervaller. Men den enkelte person har ikke et ind-
komstinterval, men en faktisk indkomst i kroner og ere. Nogle
gange inddeles data ikke i intervaller, et eksempel kunne veere fol-
ketingsvalg. Her ses pa folketingsvalget 2011, data er fra tabellen

http:/ /www.statistikbanken.dk/FV11TOT.

Parti Nordsjelland ~ Vestjylland
A. Socialdemokratiet 54182 76 208
B. Radikale Venstre 33537 24090
C. Det Konservative Folkeparti 19765 12677
F. Socialistisk Folkeparti 21012 26819
L. Liberal Alliance 20613 16 061
K. Kristendemokraterne 1171 9664
O. Dansk Folkeparti 30279 40378
V. Venstre 91 870 113443
@. Enhedslisten 15062 11505
[ alt 287491 330005

Antallet af stemmer for Vestjylland omregnes til procent af det
samlede antal stemmer i Vestjylland. Omregningen af stemmerne
til procent giver en idé om hvordan antallet af mandater vil blive
fordelt. Men fordelingen af mandater er ikke helt s& enkel. Dan-
marks Statistik har lavet en god vejledning til, hvordan mandaterne

fordeles.

=]

Video der viser hvordan de-
skriptiv statistik laves pa
ugrupperede observationer.

Beregningsmodel til mandat-
fordeling ved folketingsvalg:
https:/ /www.dst.dk/valg/beregninger

DESKRIPTIV STATISTIK 17


https://youtu.be/W6CW7LOjXUU
https://youtu.be/W6CW7LOjXUU

Parti Hyppighed  Frekvens (%)
A. Socialdemokratiet 76208 23.0
B. Radikale Venstre 24090 7.3
C. Det Konservative Folkeparti 12677 3.8
F. Socialistisk Folkeparti 26819 8.1
L. Liberal Alliance 16 061 4.9
K. Kristendemokraterne 9664 2.9
O. Dansk Folkeparti 40378 12.2
V. Venstre 113443 34.3
EL. Enhedslisten 11505 3.5
I alt 330845 100.0

Ovelse 15 Beregn frekvensfordelingen pé partier ved folketings-

valget 2011 for Nordsjeelland.

Pindediagrammet tegnes ved at angive observationsveardierne

pa x-aksen. P4 y-aksen angives frekvensen.

% af stemmerne

30

20 |

10 | I

1

\Y% EL

Partier

ovelse 16 Tegn et pindediagram der viser frekvensfordelingen

af stemmer ved folketingsvalget 2011 for Nordsjeelland.

Data som fx partier er ikke ordinale, hvilket betyder at de ik-

ke kan ordnes. Sagt pd en anden made sa kan det ikke siges at

socialdemokratiet er for eller efter radikale venstre. Derfor giver

18



det ingen mening af beregne kumuleret frekvens. For at kumuleret
frekvens skal give mening, skal data veere ordinale. Her ses pa
karakter-data. Karakterer kan ordnes, fx er 02 mindre end 4. Med
den kumulerede frekvens folger ogsa trappediagram, kvartiler og
boksplot. For ordinale data kan gennemsnit ogsa beregnes.

I tabellen ses karakterfordelingen hos en argang elever til skrift-
lig eksamen i matematik B-niveau.

Karakter | -3 00 02 4 7 10 12

Elever 902 | 3932 | 2314 | 4242 | 7293 | 2341 | 1731

For at beregne frekvensen af karaktereren 4, divideres hyppig-

heden 4242 med det total antal 22 755. Video der forklarer beregnin-
gen af frekvensen.

4242

7755 100 = 18.64
Karakter | Hyppighed | Frekvens (%) | Kumuleret (%)
-3 902 4.0 4.0
0 3932 17.3 21.2
2 2314 10.2 31.4
4242 18.6 50.1
7293 32.0 82.1
10 2341 10.3 92.4
12 1731 7.6 100.0

Total 22755 100
Den kumulerede frekvens kan bruges til fx at se hvor mange
procent af eleverne der ikke bestar. Her ses at det er 21.2 %. ;’;iezfdgi rfloiljiiirlgeegeffzfe\:
kvens.

@velse 17 Bestem frekvensfordelingen for de elever som bestod.
Hvordan passer denne fordeling med ministeriets malseetning?
Det er ministeriets malseetning at fordelingen er

Karakter | o2 4 7 10 12

Elever 10% | 25% | 30% | 25% | 10%

DESKRIPTIV STATISTIK 19


https://youtu.be/f02r-UpHWnc
https://youtu.be/f02r-UpHWnc
https://youtu.be/ZAolejnroMo
https://youtu.be/ZAolejnroMo

Maple
with(Gym):
[ -3 902 |
0 3932
2 2314
data:=| 4 4242
7 7293
10 2341
| 12 1731 |
frekvensTabel (data)

Den kumulerede frekvens for karakteren 4, er den procentuelle
andel af elever der har fdet karakteren 4 eller mindre. Den beregnes
ved at leegge frekvensen sammen for karaktererne -3, 0o, 02 og 4.

3.96 +17.28 +10.17 + 18.64 = 50.05

Pa trappediagrammet angives observationsvaerdierne pa x-aksen
og den kumulerede frekvens pa y-aksen. Trappediagrammet kan
bruges til at fa en idé om fordelingen af karaktererne, men det
vigtigste er at se hvor mange procent der ligger under (og over) en
given observationsveerdi. Det er ogsa trappediagrammet der viser
hvor kvartilerne er.

100 T T T T T
9 |- — Video der forklarer hvordan
80 |- j trappediagrammet tegnes.
& 70 i
-ié 60 |- |
@ 50 .
£ 40l .
2 30| I ]
20 [ |
10 |+ .
0 ] ] I I I I I I |

l l l l
-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Karakter

I Maple kan trappediagrammet tegnes med kommandoen plot-
Trappekurve, hvis data og Gym-pakken er indleest. Video der forklarer hvordan
kvartilerne afleeses pa trappe-

diagrammet.
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Maple

plotTrappekurve(data)

Kvartilseettes afleeses pé trappediagrammet til 2, 7 og 10, ved
hhv. 25 %, 50 % og 75 %.

100 T T T T T
90 |- =
80 I O N S O N =
& 70 f
-ié 60 [~ =
Q@ S0f---mmmmrmm e |
5 |
g 40 - ! 8
< 0 j : a
20 |- : ! ! |
10 |- I \ I .
O l l l : l : l l ! l l l l
-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Karakter

Kvartilseettet er 2, 4 og 7.
I Maple kan kvartilerne bestemmes med kommandoen kvartiler,
hvis data og Gym-pakken er indleest.

Maple
kvartiler(data)

[2.,4.,7]

Boksplottet kan tegnes med det udvidede kvartilseet.

T T T .
T 1 T ] T T T Video der forklarer hvordan

Alle |- |7 | | boksplottet tegnes.

I N | T — | N I |
ON—O—=ANNFHIOONOANO —

Boksplottet bestar af fem lodrette streger. Den forste lodrette
streg er ved den mindste observationsveerdi, der i dette tilfeelde er
-3. Den anden lodrette streg er ved den forste kvartil, der i dette
tilfeelde er 2. Den tredje lodrette streg er ved den anden kvartil -
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der ogsa kaldes medianen - som i dette tilfeelde er 4. Den fjerde
lodrette streg er tredje kvartil, der i dette tilfeelde er 7. Den femte
lodrette streg er den sterste observationsveerdi, der i dette tilfeelde
er 12.

I Maple kan boksplottet tegnes med boksplot.

Maple
boksplot(data)

Qvelse 18 Nedenstdende tabel viser fordelingen af teender der
har eller har haft caries hos 15-arige.

Teender 0 1 2 3 4 5 6

15-arige | 7926 | 1929 | 1309 | 758 | 482 | 344 | 206

a) Bestem den kumulerede frekvens af caries hos 15 érige og
tegn trappediagrammet.

b) Bestem kvartilseettet og gennemsnittet.

c) Tegn boksplottet for caries hos 15 arige.

1.7 Indekstal

Indekstal anvendes for at sammenligne sterrelser i forhold til
én given veerdi. Dette kan bruges til at undersege hvordan en
veerdi eendrer sig over tid i relation til andre veerdier. Her ses
pé forbrugerprisindekset i Danmark i perioden 1900-2010 data
kommer fra tabellen http:/ /statistikbanken.dk /PRISS.

Arstal 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016

Forbrugerprisindeks | 6768 | 6821 | 6860 | 6891 | 6909

Forbrugerprisindekset er et indeks der viser udviklingen i prisen
for de vare som typisk kebes af forbrugere. Dette indeks er udreg-
net af Danmarks Statistik siden 1900. Den gennemsnitlige veekst i
forbrugerprisindekset har i perioden 1900-2010 vaeret 3.987 % (den
rede linie). Dette er bestemt ved at lave eksponentiel regression pa
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forbrugerprisindekset med ar 1900 som ar 0.

6000 |- 8

4000 |- .

2000 - |

1900 ’30 ’70 2000

Arstal

Her ses nogle eksempler pd hvad indekstal i evrigt kan bruges
til.
= Eksempel 5 Indekset anvendes til at omregne priser. En vare der I
1985 (indeks: 3507) kostede 75 kr. kan omregnes til en 2010 (indeks:
6432) pris.

75 kr.
3507

- 6432 = 173.55 kr.

= Eksempel 6 En vare der I 2000 (indeks: 5253) kostede 200 kr. kan
omregnes til en 1970 (indeks: 937) pris.

200 kr.

En anden anvendelse af indekstal er for at lave en relativ sam-
menligning af prisudviklingen for to vare. Her ses et eksempel pa
sammenligningen af aktiekursen for to forskellige aktier.

= Eksempel 7 Tabellen herunder viser kurserne for Carlsberg B A/S
og Novo Nordisk B A/S fra 1/11-2017 til 10/11-2017.

Video der viser hvordan in-
dekstal kan beregnes i et reg-
neark.
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Dato 1/11 | 2/11 | 3/11 | 9/11 | 10/11

Carlsberg B A/S 731 | 730 | 743 | 7495 | 748

Novo Nordisk B A/S | 317.5 | 321.5 | 317.5 | 321.0 | 312.3

Kilde: euroinvestor.dk - Historiske data

a) Indekseres kurserne for Carlsberg B A/S og Novo Nordisk B
A/S med 1/11 som basis dag.

For Carlsberg B A/S er 731 lig indeks 100. Indekset for 730 kan
beregnes pé folgende made
730

Pa tilsvarede vis udregnes indeksende for de ovrige kurser. I tabel-
form ser det siledes ud.

Dato 1/11 | 2/11 3/11 9/11 10/11

Carlsberg B A/S 100 | 99.86 | 101.64 | 102.53 | 102.33

Novo Nordisk BA/S | 100 | 101.26 100 101.10 | 98.36

Fordelen ved at indeksere kurserne, er det de bliver lettere at
sammenligne. Det er nu muligt at sige at kursen pa Carlsberg B
A/S er vokset med 2.33 % i perioden og Novo Nordisk B A/S er
aftaget med 1.64 % i perioden. ]

Qvelse 19 Tabellen viser antallet af personbiler pr. 1000 indbyg-
gere i Danmark (pr. 1. januar). (Kilde: Vejdirektoratet)

Ar 1950 | 2000 | 2010

Antal af personbiler pr. 1000 indb. | 26.2 | 345.8

Indekstal (basisar: 1950) 100 1462

a) Bestem indekstallet for 2000.

b) Bestem antallet af personbiler pr. 1000 indbyggere i Dan-
mark 1. januar 2010.
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@velse 20 Tabellen viser den gennemsnitlig pris pa en 1-veerelses
lejlighed i Kebenhavn.

o

Ar 2014 | 2016

1-veerelses lejlighed | 5467 | 6487

Indekset for den manedlige SU har udviklet sig som neden-
stdende tabel (basisar 2014).

o

Ar 2014 | 2016

SU indeks | 100 | 101.75

a) Omregn den gennemsnitlig pris pa en 1-veerelses lejlighed
i Kebenhavn til indekstal med basisar 2014.

b) Undersogg, om den manedlige SU eller prisen pa en 1-
veerelses lejlighed i Kebenhavn er procentvis vokset mest
fra 2014 til 2016.

1.7.1 Lorenzdiagram og Gini koefficient

Lorenzdiagrammet viser hvor stor uligheden er fx i forhold til
indkomsten. I figuren herunder er der fuldsteendig lighed idet de
10 % af personerne, som har den laveste indkomst, ogsa har 10 %
af den samlede disponible indkomst. Og 20 % af personerne, der
har den laveste indkomst, ogsa har 20 % af den samlede disponible
indkomst osv. Sagt pa en anden made: Alle tjener det samme.

% af indkomst

100

801 /
60 | /

of

|

20 40 60 80 100

% af personer
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For at tegne Lorenzdiagrammet og beregne Gini koefficienten,
anvendes tabellen https://statistikbanken.dk/IFOR21. I denne
tabel findes decilgreenserne for 1. til 9. decil. I decilfordelingen er
befolkningen inddelt efter indkomst i ti lige store grupper, sddan

at de 10 % med den laveste indkomst er i den 1. decil og de neeste Tabel 1.2: Decilgraenser for
10 % ligger i 2. decil. En decilgreense er den indkomst, der ligger iﬁgﬁiﬁﬁ;ﬁﬁilﬁ?“ i he-
mellem to deciler. For eksempel er 157851 kr de beleb der ligger
mellem 2. og 3. decil. Det betyder at 20 % af befolkningen tjener DECﬂ. Decilgranse 2015
mindre end dette beleb og 80 % tjener mere end dette belob. Se ogsa - dec?l 125997
Danmarks Statistiks publikation »Decilgrupper og decilgreenser« 2' dech 157851
fra September 2017 (3 sider). > dech 180497
For at kunne tegne Lorenzdiagrammet og beregne Gini koef- 4 decil 205139
ficienten skal der veere en @vre greense for den 10. decil. I tabel 5- decil 230140
http:/ /statistikbanken.dk /IFOR31 kan gennemsnittet findes for 6. decil 256941
alle 10 deciler og det giver en idé om hvad en fornuftig evre graense 7. decl 288152
for 10. decil kan veere. Prov at aendre den overste graense fx til 8. decil 329248
800000 og se hvad det gor ved Lorenzkurven. 9- decil 399 606

Fordi grupperne indeholder det samme antal personer, kan tal-
lene bruges direkte til at tegne Lorenzdiagrammet. Det er altsa
ikke nedvendigt at beregne den samlede indkomst for den enkelte
gruppe, ved at gange gennemsnittet med antallet af personer i
gruppen. Derefter beregnes den samlede indkomst for hele befolk-
ningen, ved at leegge den samlede indkomst for hver af grupperne
sammen, for s& derefter at beregne den enkeltes gruppes andel
af den samlede indkomst. Havde grupperne indeholdt forskellige
antal personer, skulle der have veeret korrigeret for dette.

I Maple kan kommandoen plotLorenzdiagram bruges pa data
fra statistikbanken. Bemeerk, at det er de kumulerede frekvenser,
der skal bruges i kommandoen plotLorenzdiagram. Derfor bruges
kommandoen kumuleretFrekvens ogsa pa data.
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Maple

with(Gym):

[ 0..0.1 125997
157851
180497
205139
230140
256941
288152
329248
399606
..1 700000

data:=

© O © O © © © o

0 N O Ul W N
©O O © O © © © ©

O 00 N O U1 B W N

(<]
(]

plotLorenzdiagram(kumuleretFrekvens(data))

% af indkomst

100 +

N /]
.| )/
.| ?/

20 | <
/////

20 40 60 80 100

% af personer

ovelse 21 Tegn Lorenzdiagrammet for de fire socialgrupper:
studerende, lonmodtagere grund niveau, lenmodtagere hojeste
niveau og pensionister.

Qvelse 22 Sammenlign Lorenzdiagrammet for de fire socialgrup-
per: studerende, lonmodtagere grund niveau, lenmodtagere ho-
jeste niveau og pensionister og diskuter arsager til forskellene.
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ovelse 23 | stedet for at bruge decilgreenserne til at tegne Loren-
zdiagrammet kan gennemsnittet ogsa bruges, men hvad er mest
rigtigt? Diskuter hvilke forudseetninger der implicit antages ved
hver af de to metoder.

Gini-koefficienten er et tal mellem 0 og 1 der viser uligheden
i indkomstfordelingen i en bestemte gruppe, fx studerende. Hvis
alle har samme indkomst, er Gini-koefficienten 0 og hvis én har
hele indkomsten er Gini-koefficienten 1.

Gini-koefficienten G er defineret som forholdet mellem arealet
mellem linien der beskriver lighed og Lorenzkurven (A) og arealet
mellem linien der beskriver lighed og x-aksen. Arealet mellem

Lorenzkurven og x-aksen kaldes B.

4y

40 '

20 1 4’ LD

£ : : : : % af personer
20 40 60

% af indkomst
100 |

801

601

80 100
.. .. A
Formlen for Gini-koefficienten er G=——
A+ B
1 A
DaA+B=§er G:T:2-A
2
Da det er nemmest at udregne arealet G =2-( —B)=1-2B
B omskrives formlen idet A = % — B.
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@velse 24 Hvordan kan Gini-koefficienten beregnes ud fra fol-

gende Lorenzdiagram.

% af indkomst

100 1
901
801
701
601
50+
40 |
30+
201
10+

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

% af personer
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2
Sandsynlighedsregning

Ikke alt kan forudsiges. For at undersoge det tilfeeldige, laves
sandsynlighedsregning. Det tilfeeldige kan veere et eksperiment
eller en computersimulering. Start med en simpel simulering af
50/ 50.

2.1 Sandsynlighed

@velse 25 — Kast med mgnt. Du skal bruge en ment til dette eks-
periment. I stedet for en ment, kan der ogsé bruges en terning
fx hvor 1-3 er plat og 4-6 er krone.

a) Kast med en ment og prev at forudsige resultatet.
b) Beskriv din strategi til at forudsige resultatet.

¢) Kast med én mont 20 gange og noter resultatet og noter
ogsa om du kunne forudsige det samlede resultat.

Hvad sker der hvis der bliver flere mulig udfald? Prev nu med
en terning. Forst kan 1 og 2 slds sammen til ét udfald. Det samme
med 3 og 4. Og med 5 og 6.

Ovelse 26 — Tast med terning. Du skal bruge en terninger til dette
eksperiment.

a) Kast med én terning 20 gange og noter resultatet og noter
ogsd om du kunne forudsige resultatet.

b) Beskriv din strategi til at forudsige resultatet.

Eksperimenter som ovenstadende kaldes stokastiske eksperimen-



ter. Det er muligt at opskrive sandsynligheden for et udfald af kast
med en mont eller en terning, hvis det antages at alle udfald har
samme sandsynlighed for kast med en erlig" ment er:

Udfald Plat | Krone

Sandsynlighed | o.5 0.5

For at kunne regne for eksempel gennemsnit gives alle udfald
en numerisk veerdi, dette kaldes for den stokastiske variabel, der
ofte har symbolerne X, Y og Z. I dette tilfeelde har plat veerdien 0
og krone veerdien 1.

X 0 1

P(X=u) | 0.5 | 0.5

Veerdierne som den stokastiske variabel kan antage, kaldes for
udfaldsrummet. Udfaldsrummet siges at veere symmetrisk, hvis
alle udfald har samme sandsynlighed. Dette kaldes ogsa for den
uniforme fordeling. Hvis den stokstiske variabel kun kan antage
heltallige veerdier kaldes fordelingen for diskret. Som eksempel
pé en diskret uniform fordeling ses pa fordelingen der opstar nar
et tal mellem 1 og 20 udveelges tilfeeldigt. 7 tal mellem 1 og 20
udvalgt tilfeeldigt.

20,3,3,19,19,14,12

Her er det sveert, neesten umuligt at vide hvilke tal der kommer
frem, men udveelges 10000 til ses et system hvor hvert udfald
fremkommer ca. 5% af gangene.

Definition 2 — Sandsynlighed.

Hvor H er en hendelse, det kan veere et enkelt udfald eller
en gruppe af udfald. G er antallet af udfald hvor haendelsen
indtreeffer (gunstige udfald) og M er antallet af mulige udfald.

= Eksempel 8 — Simulering af tilfzeldige tal. Maple kan lave en simule-
ring der genererer tilfeeldige tal med kommandoerne DiscreteU-
niformRandomVariable (definition af den stokastiske variabel) og
Sample (simulering der genererer dataseet). Husk péa at det kreever
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! En eerlig ment eller terning,
har samme sandsynlighed for
alle udfald.



en del regnekraft, s hvis der udveelges en stor sample, vil det
taget computeren meget lang tid og maske vil den ikke have nok
hukommelse til at feerdigere beregningen.

Maple

with(Gym):

with(Student[Statistics]):

X := DiscreteUniformRandomVariable(1l, 6):
data := Sample(X, 10000):
frekvensTabel(data)

Et eksempel pa en frekvenstabel for simuleringen ser saledes

ud.
observation | hyppighed | frekvens(%) | kumuleret(%)
1 1691 16.9 16.9
2 1685 16.9 33.8
3 1659 16.6 50.3
4 1689 16.9 67.2
5 1658 16.6 83.8
6 1618 16.2 100.0

Qvelse 27 Opskriv sandsynlighedsfeltet for kast med én eerlig
6-sidet terning.

ovelse 28 Opskriv sandsynlighedsfeltet for treek af kort i et spil
kort fordelt pa kuler.

» Eksempel 9 — Simulering af kast med to tresidede terninger. Ved kombi-
nation af forskellige udfald sker der noget, som er vigtigt at tage
hensyn til. Her ses en simulering af kast med to tresidede terninger.
Nar dataseettet genereres (*), bliver data sorteret, sd 1, 3 og 3, 1
bliver samme kast. Ellers ville der komme flere udfald, og der
ville veere tale om en simulering af kast med to forskellige tresidede
terninger.
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Maple

with(Gym):

with(Student[Statistics]):

Den ene terning

H := DiscreteUniformRandomVariable(1l, 3):
Den anden terning

S := DiscreteUniformRandomVariable(1l, 3):
Antallet af kast med de to terninger.

N := 10000:

@jene pa den ene terning.

HD := Sample(H, N):

@jene pa den anden terning.

SD := Sample(S, N):

Dataszttet med begge terninger sammen.
data := [seq(sort([HD[n], SD[nl]l), n =1 .. N)I:(x*)
En frekvenstabel der viser datasattet.
frekvensTabel (data)

Et eksempel pa en frekvenstabel som kunne komme ud af simu-
leringen er

observation | hyppighed | frekvens(%) | kumuleret(%)
[1, 1] 1101 11.0 11.0
[1, 2] 2310 23.1 34.1
[1, 3] 2159 21.6 55.7
[2, 2] 1045 10.5 66.1
[2, 3] 2204 22.0 88.2
[3, 3] 1181 11.8 100.0

Ovelse 29 Ved kast med to tresidede terninger.
a) Opskriv sandsynlighedsfeltet.
b) Bestem sandsynligheden for at fa to ens.

c) Bestem sandsynligheden for at sla én to’er og én tre’er.
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ovelse 30 I et kortspil er der 52 kort. Der er 13 hjerter, 13 klor,
13 spar og 13 ruder.

a) Bestem sandsynligheden for at traekke fire klor.
b) Bestem sandsynligheden for at traekke to hjerter.

c) Bestem sandsynligheden for at traekke en hjerter og en
spar.

2.1.1  Chancespil

I et chancespil kan der til hvert udfald knyttes en gevinst.

» Eksempel 10 I en e-tombola skal man treekke to lodder. Der er
tre forskellige typer af lod. En med et billede af en #, en med et
billede af en © og en med et billede af en .

Udfaldsrummet for spillet er, idet reekkefolgen ikke har betyd-
ning.

u| &b | Q0 1 OO | A0 | a0 | OO
Sandsynligheden for at treekke en # er 45 %. Sandsynligheden

for at traekke en © er 35 %. Sandsynligheden for at treekke en ¢
er 20 %. Sandsynligheden aendres ikke undervejs i spillet. Over-
vej hvordan dette spil kunne spilles med almindelige spillekort.
Sandsynligheden for hvert udfald, kan s& beregnes fx er

P(X =) =02-02=0.04
Bemeerk at
P(X = #0) =2-045-0.35= 0315

fordi der er to mulige kombinationer &% og Oh.
Sandsynlighedstabellen for spillet.

u LY} QO 100 | &0 | O | OO

P(X =1u) | 0.2025 | 0.1225 | 0.04 | 0.315 | 0.18 | 0.14

For at underspge sandsynlighedstabellen beregnes den samlede
sandsynlighed, som skal give 1.

0.2025 +0.1225+0.04 + 0.315+0.18 +0.14 =1
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Til hvert udfald tilfgjes nu en gevinst i point. Dette kan gores
helt uatheengigt af sandsynlighederne. Gevinsterne er den del af
spillet som er med til at gore det motiverende at blive ved med at
spille.

u LY} QO 100 | &0 | 4O | OO

P(X =1u) | 0.2025 | 0.1225 | 0.04 | 0.315 | 0.18 | 0.14

Gevinst 4 10 30 2 5 6

Hvert udfald giver et bidrag til den gennemsnitlige udbetaling.
Dette bidrag er sandsynligheden gange gevinsten. Bidraget fra O
er sdledes

2-0.315 =0.63

Alle bidragene ses i tabellen. Overvej om det vil gore spillet
mere retfeerdigt, hvis alle udfald har samme bidrag til den gen-
nemsnitlige gevinst.

u LT QU 100 | &0 | &5 | OO
P(X =u) | 0.2025 | 0.1225 | 0.04 | 0.315 | 0.18 | 0.14
Gevinst 4 10 30 2 5 6

Bidrag 0.81 1.225 | 1.2 | 063 | 0.9 | 0.84

Den gennemsnitlige udbetaling ved ét spil er summen af bidra-
gene. I dette tilfeelde er det 5.605. Det betyder, at for en indsats pa
6 vil e-tombolaen vinde 0.395 i gennemsnit pr. spil. Set fra spille-
renes synspunkt vil det kun veaere OO0 og {< som giver gevinst.
Bliver spillet spillet 1000 gange vil omsetningen veere 6 0oo og
e-tombolaen vil have vundet 395 og det vil veere udbetalt 5 605. Det
giver en udbetalingsprocent omkring 93 %. I hvor mange af spille-
ne vil spillerne have vundet? Hvordan vil det pavirke spillernes
lyst til at spille igen? ]

Qvelse 31 Design dit eget spil.
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2.2 Kombinatorik

Kombinatorik bruges til at udregne antallet af udfald i en situa-
tion eller eksperiment. Det bruges til at udregne bade antallet af
gunstige udfald og antallet af mulige udfald.

2.2.1  Multiplikationsprincippet

En computer er bygget op omkring 2-talssystemet. Det er fordi den
enkleste méde at se et elektrisk signal pa, er om den er teendt eller
slukket. Teendt gives veerdien 1 og slukket gives vardien o.

En enkel made at se effektiviteten af sddan et system er ved
at teelle pa dine fingre. Du har sikkert ti fingre. Hvis en finger er
bejet har den veerdien o og hvis den er strakt har den veerdien 1.
For at undersgge hvor mange mulige méder dine fingre kan veere
indstillet pa kan man bruge multiplikationsprincippet. Finger ét
kan veere bgjet eller strakt, det er to muligheder. Finger to kan
veere bgjet eller strakt, det er ogsa to muligheder. Tilsammen er det
2 -2 muligheder. Finger tre kan veere bgjet eller strakt, det er ogsa
to muligheder. Tilsammen er det 2 - 2 - 2 muligheder. Da du har ti
fingre er det 21° = 1024 muligheder eller indstillinger. Det betyder
at du med denne metode kan teelle til 1024 pa dine fingre og ikke
kun til 10.

En anden made at visualisere multiplikationsprincippet er ved
brug at teelletreeer.

Antal mulige udfald ved kast med ment tre gange

Plat Krone Plat Krone Plat Krone Plat Krone

PPP PPK PKP PKK KPP KPK KKP KKK

Men teelletrzeet viser ogsa et anden ikke uvaesentligt element.
Der er 8 forskellige kombinationer ved tre kast med en ment, men
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der er kun 4 forskellige, hvis raekkefolgen ikke tages i betragtning.
Det betyder, at ndr tre menter kastes samtidig, er der kun fire
forskellige udfald og sandsynligheden for de fire udfald er ikke
lige stor.

@velse 32 Lav et teelletrae for byg-selv burger og bestem hvor
mange forskellige burgere du kan bygge. Du kan veelge grov
eller hvid bolle. Okse, kylling eller vegetar bef. Hvidlog eller
burger dressing. Med eller uden ost.

Ovelse 33 I et forspg bruges tre 6-sidede terninger.
a) Lav et teelletree for kast med tre 6-sidede terninger.

b) Hvor mange forskellige udfald er der nar der ikke skal
tages hensyn til reekkefelgen?

c) Bestem sandsynligheden for de forskellige udfald nér der
ikke tages hensyn til reekkefolgen.

2.2.2 Kombinationer uden tilbageleegning

I de situationer hvor det samme udfald ikke kan ske to gange, kan
ovenstaende formel ikke bruges.

Jeg kan anbringe demi5-4-3-2-1 = 120 forskellige reekkefol-
ger, fordi jeg har 5 bogstaver/bolde at veelge imellem nar jeg skal

Jeg har boldene

veelge forste bolde og 4 nar jeg skal veelge den naeste osv. Dette
skrives 5! for nemheds skyld.

Men hvis jeg kun ser efter om der er tale om rgde eller bld bolde,
kan jeg ikke se forskel pa



Disse to reekkefolger eller kombinationer er ens.

Generelt er der i alt n! forskellige raekkefglger n elementer kan
fremkomme pa. Men da der ikke er forskel pa de r rede bolde og
(n —r) bld bolde, kan der ikke ses forskel pa raekkefelgen som de
to fremkommer i. Fx er

ens da reekkefolgen af rode bolde ikke har betydning, mens

er forskellige da reekkefolgen af rede og bld bolde har sendret sig.
Da der er ! méde raekke folgen af de rede bolde kan opstille pa og
(n — r) mader reekke folgen af de bla bolde kan opstilles pd, kan
det totale antal made som de n bolde kan opstilles pa udregnes
med multiplikationsprincippet.

n!=K(n,r)-rt-(n—r)! Video der forklarer formlen
for binomialkoefficienten.
hvor K(n,r) er antallet af forskellige reekkerfolger af rede og

bla bolde. I denne ligning kan K(#, r) isoleres og sa fremkommer
formlen for binomialkoefficienten.

n!

K(n,r) = P T

Det betyder, at antallet af forskellige kombinationer af store eller
sma bogstaver, i felgende bogstaver

A hiwKEgn
er n =8, r = 5. Hvor r er antallet af smd bogstaver.

8!

M= =5~

56
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Det havde ikke gjort nogen forskel om r havde veeret antallet af

store bogstaver.
8!

M=3s=3

56

Qvelse 34 I en klasse er der 25 elever og 18 er piger. Pa hvor
mange forskellige mader kan de stilles op pa en raekke, hvis
det eneste der teeller er, om de er drenge eller piger?

Ovelse 35 I en pose slik er der 4 lakridser og 7 vingummier. Pa
hvor mange forskellige médder kan slikket blive spist?

Ovelse 36 I en pose slik er der 1 lakrids og 10 vingummier. Pa
hvor mange forskellige mader kan slikket blive spist?
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3
Statistik

Idéen med statistik er at afgerer om den forskel, der er mellem to
malinger eller to grupper er signifikant. Den deskriptive statistik
indeholder metoder til at overskue store datameengder, men disse
metoder viser dog ikke noget om disse forskelle skyldes tilfeeldig-
hed eller om der er en drsag bag forskellene. Dette ledere frem til
det centrale dogme i statistik.

Det at forkaste O-hypotesen ved en statistisk signifikanspreve bety-
der at man mener at forskellen mellem to grupper af individer eller
to malinger er s stor at den ikke kan bero pa ren tilfeeldighed.

0-hypotesen er den hypotese, at der ikke er forskel pa de to
grupper af individer eller de to malinger.

Statistiske signifikansprever er en beregning af sandsynligheden
for at forkaste en rigtig hypotese hhv. acceptere en forkert hypotese.
Her vi vi komme ind for flere signifikansprever. Signifikansproven
er atheengig af datatypen.

Forskellen mellem to grupper eller to maélinger kan veere i en af
de tre typer af variable. Nominale, ordinale eller skala variable.

Definition 3 — Nominal variabel. For en nominal variabel er sva-
rende inddelt i kategorier og kategorierne kan ikke ordnes fra
mindst til mest og afstanden mellem kategorierne er lige stor.

Som eksempler pa normanale variable kan naevnes: Kon, politisk
parti.

Definition 4 — Ordinal variabel. For en ordinal variabel er svarende
inddelt i kategorier og kategorierne kan ordnes fra mindst til
mest og afstanden mellem kategorierne er lige stor.

Som eksempler pa ordinale variable kan naevnes: Vurdering af

g

Video der forklarer hvad sta-
tistik er og kan bruges til.


https://youtu.be/cTRrjlQxhso
https://youtu.be/cTRrjlQxhso

eget helbred i kategorierne: Meget godt, godt, nogenlunde, darligt,
meget dérligt. Hojeste afsluttede uddannelses i kategorierne: Ingen
afsluttet uddannelse, grundskole, ungdomsuddannelse, bachelor,
kandidat, Ph.d eller ligende.

Definition 5 — Skalar variabel. For en skalar variabel er svarende
ikke inddelt i kategorier og veerdien af variablen angiver afstan-
den til de andre veerdier. Denne type af variabel har ofte en
enhed.

Som eksempler pa skalar variable kan neevnes: Hojde, alder,
vaegt, indkomst, tid, afstand, volumen, rumfang. En skalar variabel
kan grupperes sa det bliver til en ordinal variabel. Hos Danmarks
statistik er personlig indkomst grupperet.

Nogle variable som fx grundstof, kan veere alle typer, alt efter
hvilken alt efter om det er symbolet, atomnummer eller molarmas-
se, der indgér i underspgelsen.

I en underspgelse vil flere variable males samtidig for at un-
dersoge sammenheengen mellem dem. Fx. kan det veere hejden
pa meend og kvinder. De to grupper er sa mend og kvinder og
variablen er hgjden. Det kan ogsa veere holdning der er variablen
og grupperne kan veere de politiske partier. Grupperne kan ogsa
veaere radioaktive isotoper af gundstoffer og variablen kan veaere
henfaldstiden.

Hvorndr forskellen er stor nok, aftheenger af signifikansniveauet
(hvor mange fejl konklusioner man vil acceptere), maengden af
data (stikprevesterrelsen) og hvor stor forskellen er.

Ren tilfeeldighed vil sige, at der kun er tale om tilfeeldighed og
ikke en underliggende arsag. Indenfor statistik kaldes tilfeeldigt for
stokastisk.

Data kan komme fra mange forskellige kilder. Det kan veere alt
fra dit eget forseg i matematik, kemi, fysik, geografi eller biologi.
Men de kan ogséd vere data fra Danmarks statistik eller andre
offentlige kilder. Det er vigtigt i diskussionenen af validiteten
af data at kende bdde kilden fx skat og publikationen medie fx
statistikbanken.dk

Statistiske tests bruges seerligt i natur- og sundhedsvidenskabe-
ligt arbejde. Men det er ogsa begyndt at blive anvendt i forbindelse
med markedsfering.
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I politik anvendes meget ofte deskriptiv statistik, men statistiske
test er ikke et validt argument. Hvis det var det, ville der fx ikke
veere nogle diskussion om global opvarmning.

3.1 Binomialfordelingen

Binomialfordelingen, som er en fordeling af sandsynlighederne for
at et uatheengigt udfald med en fast sandsynlighed indtreeffer et
bestemt antal gange.

Sandsynligheden for at en udfaldet indtreeffer » gange er antallet
af mulige médder udfaldet kan indtreeffe pd gange sandsynligheden
for at det sker en gang.

Saetning 1 — Binomialkoefficienten. Antallet af kombinationer et
udfald indtreeffer r ud af n gange er

K(n,r)= (j) = r'(Z'—r)'

nar udfaldet indtreeffer kaldes det en succes, ellers er det en
fiasko.

m Bevis Der er i alt n! forskellige reekkefolger n elementer kan
fremkomme pa. Men da der ikke er forskel pa de r succeser og
(n — r) fiaskoer, kan der ikke ses forskel pa reekkefolgen de to
fremkommer i. Fx er

F15351P25452 og F15152F254S3

ens da reekkefolgen af succeser ikke har betydning, mens

P15351P25452 og S]F153F25452

er forskellige da raekkefelgen af succes og fiasko er forskellig. Da
antallet af forskellige reekkerfolger succeser kan fremkomme pa er
r! og tilsvarende er antallet af forskellige raeekkerfolger fiaskoer kan
fremkomme pa er (n — r)!. Antallet af forskellige mdde succeser
og fiaskoer kan blandes med hinanden, er den segte binomialko-
efficient (n

> . Disse tre forskellige reekkefolger er tilsammen alle
r

Video der forklarer formlen
for binomialkoefficienten.
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muligheder reekkefolger, og der var i alt n! forskellige reekkefolger
n elementer kan fremkomme pa. Det betyder at

n! = (n) rle(n—r)!

Derfor er antallet af mader r succeser kan fremkomme i n forseg er

ny n!
r] e (m—r)!

7
Ovelse 37 Bestem binomialkoefficienten (3) .

Gvelse 38 Bestem binomialkoefficienten K(9,2).

I Maple beregnes binomialkoefficienten med kommandoen bi-

nominal.

Maple : Binomialkoefficienten.
binomial(7, 2)
21

Satning 2 — Binomialsandsynligheder. Den matematiske formel for
sandsynligheden, P, for at udfaldet, X, med sandsynlighed, p,
indtreeffer r ud af n gange er

)

= Bevis I et binomialforseg kan en udfald enten indtreeffe dette
kaldes succes eller ikke indtreeffe dette kaldes fiasko. Forsoget ud-
fores n gange og P(n,r, p) er sandsynligheden for at udfaldet med
sandsynlighed p har succes r ud af n gange. Antallet af heendelser
hvor der er succes r ud af n gange er binomialkoefficienten.

Da udfaldene er uathaengige kan den samlede sandsynlighed
beregnes ved at multiplicere sandsynlighederne for de enkelte ud-
fald. Sandsynligheden for succes er p og derfor er sandsynligheden
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for r succeser p’. Sandsynligheden for fiasko er 1 — p og derfor er
sandsynligheden for n — r fiaskoer (1 — p)"~". Sandsynligheden
for at udfaldet med sandsynligheden p indtreeffer r ud af n gange

er derfor
n r n—r
P(n,1,p) = - pa-p)
r N e’
e~ sandsynligheden for haendelsen

Antal heendelser

= Eksempel 11 Antag at der er en meget stor gruppe (helst uendelig
stor) hvor 62,79% er piger. Sandsynligheden for at udtraekke en
pige er (p=0,6279). Hvis jeg udtreekker 40 personer (n), hvad er
sandsynligheden for, at der er netop 26 piger (r) i denne gruppe.

40
P(40,26,0.6279) = (26> -0,6279%° . (1 —0,6279)40726 = 0,126

Der er altsa en sandsynlighed pa 12,6% for at det blev netop 26 ud
af 40, der var piger. .

I Maple vil kan udregning se saledes ud.

Maple : Binomialsandsynligheder.
with(Gym):
binpdf (40, 0.6279, 26)

0.1258941729

En binomialfordelt stokastisk variabel X er defineret ved antallet
af forseg n og sandsynligheden for succes p. Den skrives

X ~b(n,p)

= Eksempel 12 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~b(5,0.2).

Bestem P(X = 3).

5
P(5,3,0.2) = (3) 0,23 (1-— 0,2)5*3 =0,0512

Video hvor jeg forteller om
binomialsandsynligheder.
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Et plot af en binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
~ b(5 0 2) er et pindediagram

“ “ " — (1)
1 2

4 5

Pa diagrammet kan det ses at 1 succes ud af 5 er den mest
sandsynlige heendelse, med en sandsynlighed pa over 40 %.

I Maple kan dette diagram tegnes med kommandoen pindedia-
gramBIN.

Maple : Plot af binomialfordeling.

pindediagramBIN(5, 0.2)
0.4
0.3

021

0.1

Plottet af binomialfordelingen kan bruges til at afleese sandsyn-
lighederne for de enkelte udfald i binomialfordelingen. Plottet kan
ogsa bruges til at visualisere nogle af de koncepter i binomialfor-
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delingen som vi skal se.

@velse 39 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~b(7,0.3).

a) Bestem P(X =5).
b) Opskriv sandsynlighedsfeltet for X.

c) Bestem den mest sandsynlige heendelse.

= Eksempel 13 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~ b(8,0.25).

Bestem P(X < 3).
For at bestemme P(X < 3) skal P(X =0), P(X =1), P(X =2) og
P(X = 3) bestemmes og laegges sammen.
8 0 8
P(X=0)= 0 -0,257-0,75° = 0,10
8 1 7
PXx=1)=| )02 075 =027

_ _ 8 2 6 __
P(X=2) = o) 025075 = 0,31

_ _ 8 . 3. 5 __
P(X=3) = L) 025075 =0,21

Derefter leegges veerdierne sammen
P(X<3)=0,10+0,27+0,31+0,21 = 0,89

Der er altsa 89 % sandsynlighed for at der er 3 eller feerre succeser.

Det er ikke tanken, at I skal bruge formlen til at beregne punkt-
sandsynlighederne. Dette gores med en kommando i Maple. I
Maple gores dette mere enkelt med kommandoen bincdf.
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Maple
bincdf(8, .25, 3)
0.8861846923

P(X < r) er den kumulerede sandsynlighed. Dette kan illustre-
res i trappediagrammet for den kumulerede sandsynlighed.

I Maple tegnes trappekurven for en binomialfordelt stokastisk
variabel X med kommandoen trappekurveBIN. P4 trappekurven
kan vigtige veerdier for binomialfordelingen afleeses. Det er accept-
meengde og kritiske veerdier, der kan fastsaettes efter at signifikans-
niveauet og testtypen er fastsat. Disse begreber blive forklaret i
afsnittet om binomialtest.

Maple
trappekurveBIN(8, 0.25)

1

0.8

0.6

04

0.2

Definition 6 — Middelveaerdi. Middelveerdien for en stokastisk vari-
abel X ~ b(n, p)
uX)=n-p

Definition 7 — Spredning. Spredningen eller standard afvigelsen
for en stokastisk variabel X.

o(X) = \fn-p-(1-p)

Middelveerdi og spredning skal bruges til at estimere binomi-
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alfordelingen, i de tilfeelde hvor antalsparameteren er meget stor.
Hvis antalsparameteren er meget stor, kan det veere vanskeligt for
computeren at visse beregninger. Det er forskelligt fra computer til
computer, hvorndr preecis antalsparameteren bliver for stor men
200 er et godt bud.

= Eksempel 14 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~ b(4,0.7).
a) Bestem middelveerdien for X.

b) Bestem spredningen for X.

Middelveerdien beregnes
u=4-07=28

Spredningen beregnes

o =1/4-07-(1-07) = 09165

I Maple kan en binomialfordelt stokastisk variabel X defineres
med kommandoen BinomialRandomVariable der er i pakken Stu-
dent[Statistics]. Derefter kan middelveerdi, varians, spredning og
sandsynlighederne fo de enkelte udfald beregnes. Kommandoerne
ses i tabellen herunder.

Middelveerdi | Mean

Spredning StandardDeviation

Maple
with(Student[Statistics]):
X := BinomialRandomVariable(4, 0.7):
Mean (X)
2.8

StandardDeviation(X)

0.9165151390

STATISTIK 49



Qvelse 40 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~(10,04).

a) Bestem middelveerdien og spredningen for X.
b) Bestem P(X < 4).

¢) Bestem den mindste veerdi for u s& P(X < u) >0,8.

@velse 41 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~ b(6,0.1).

a) Bestem middelveerdien og spredningen for X.
b) Bestem P(X < 2).

¢) Bestem den mindste veerdi for u sa P(X < u) > 0,95.

Ovelse 42 En binomialfordelt stokastisk variabel X er givet ved
X ~ b(6,0.85).

a) Bestem middelveerdien og spredningen for X.
b) Bestem P(X < 2).

¢) Bestem den storste veerdi for u sd P(X < u) < 0,05.

Ovelse 43 En binomialfordelt stokastisk variabel X har sandsyn-
lighedsparameter 0.4 og middelveerdien 24.

a) Bestem antalsparameteren for X.

b) Bestem spredningen uden at bruge antalsparameteren.
@velse 44 En binomialfordelt stokastisk variabel X har antalspa-

rameteren 120 og middelveerdien 24.

a) Bestem sandsynlighedsparameteren for X.
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Qvelse 45 En binomialfordelt stokastisk variabel X har sandsyn-
lighedsfeltet

X 0 1 2 3 4 5
P(X=x) | 32.768 | 40.96 | 20.48 | 5.12 | 0.64 | 0.032

a) Bestem middelveerdien, antals- og sandsynlighedsparame-
teren for X.

Maple kan lave en simulering af en stokastisk variabel med en
antals- og sandsynlighedsparameter. Her ses et eksempel pa en
stokastisk variabel med antalsparameter 8 og sandsynlighedspa-
rameter 0,6. Der er lavet en simulering 10 gange. Det er muligt at
bestemme frekvenser, trappediagram, gennemsnit og spredning.

Maple : Simulering.
with(Gym):
with(Student[Statistics]):
X := BinomialRandomVariable(8, .6):
Sample(X, 10)

[5,6,3,5,3,6,4,6,3,4]

data:=Sample(X, 100):
gennemsnit(data)
4.82

Mean (X)

4.8

3.2 Binomialtest

I det folgende afsnit skal vi se pd to médder at lave binomialtest.
Beregning af konfidensinterval og beregning af p-veerdi. Begge
metoder kan anvendes i alle tilfeelde. Det er vigtigt at bemeerke om
testen er to-sidet, hojre- eller venstresidet.
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3.2.1 Konfidensinterval

Jeg keber en pose frossent morgenbred med 10 rundstykker. Pa
nogle er der birkes og pa nogle er der sesam. Min nulhypotese er,
at der er lige mange af hver i en pose. Men jeg ved godt at der kan
veere udsving, sd der vil ikke veere 5 rundstykker med birkes i alle
poserne. Inden jeg dbner posen vil jeg forst beregne et interval for
hvor mange rundstykker med birkes jeg vil finde i posen. Dette
interval kaldes et konfidensinterval. Jeg lader X veere en stokastisk
variabel som angiver hvor mange rundstykker med birkes der er i
posen. Jeg kan i Maple udregne at P(X = 5) = 0.246. Det betyder
at der er 24.6 % sandsynlighed for at der 5 rundstykker med birkes
i posen.

For at beregne 95 %-konfidensintervallet skal jeg bestemme den
storste veerdi for u sd P(X < u) < 0.025 og den storste veerdi for v
s& P(X < v) < 0.975 Da er konfidensintervallet |1, v]. Grunden til
de to tal 0.025 og 0.975 er fordi der mellem disse tal er 0.95, og det
er derfor det er 95 %-konfidensintervallet. Maple kan lave denne
beregning med kommandoen binomialTest.

Maple : Konfidensinterval for 7.
with(Gym):
binomialTest (10, 0.5, 0.05, tosidet)

0:20

015+

010+

005+

Grafen viser at konfidensintervallet er [2, 8]. Det er de gronne soj-
ler der viser konfidensintervallet som ogsd kaldes acceptomridet. De
kritiske omrdder er [o, 1] 0g [9, 10].

52

Video hvor jeg forteller om
binomialtest.


https://youtu.be/_Os_vSFLHkA
https://youtu.be/_Os_vSFLHkA

Definition 8 — Acceptomrade. Acceptomradet er det interval som
den observerede veerdi skal ligge i for at godkende nulhypote-
sen. Nulhypotesen forkastes, hvis den observerede verdi ligger
uden for acceptomradet.

Definition 9 — Kritisk omrade. Et kritisk omrade er det eller de
interval(ler) som den observerede veerdi skal ligge i for at nul-
hypotesen forkastes.

Denne kommando virker dog ikke altid, for store veerdier af n
skal der laves flere beregninger end computeren kan klare. Derfor
indferes normalfordelingsapproksimationen.

Saetning 3 — Normalfordelingsapproksimationen. Konfidensinterval-
let for en binomialfordelt stokastisk variabel kan approksime-
res med en normalfordelt stokastisk variabel, hvis n > 7 og
n> >
1-p
[ — 20,4 —20]

hvorpy=n-pogo=/n-p(l—p)

Bruger jeg denne saetning for mit morgenbred far jeg, middel-
veerdien
u=10-05=5

og spredningen

o =1/10-05-(1-05) =158
og intervallet
[5—2-1.58,5+2-158] = [1.8,8.2]

Da binomialfordelingen er en diskret fordeling skal intervallet
afrundes. Det nedre intervalendepunkt skal altid rundes op og
det ovre intervalendepunkt skal altid rundes ned. Det betyder at
intervallet er [2,8].

I Maple kan denne beregning automatiseres. Det er en fordel
at have automatiseret sddan en procedure i et dokument i Maple,
sa det kan tages frem nér det er relevant. Husk at lave noter i
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dokumentet s& du forstdr hvad der skal skrives hvor. Det kan vere
en fordel, hvis du har et eksempel med i dokumentet. I eksemplet
vil det veere godt hvis opgaven og hele besvarelsen ogsa er med.
Du kan med fordel have en opgave med som du har regnet i
undervisningen. Husk til eksamen skal det kun veere besvarelse af
eksamenopgaven, som afleveres.

Maple : Normalfordelingsapproksimationen.
Forst indtastes n og p.

n:= 10:
p:=0.5:
Sa kan middelvardien bregnes
m:=n - p

m :=>5.0

og spredningen.
s:=sqrt(n-p-(1l-p))

s := 1.581138830

konfidensintervallet er
[m - 2s, m + 2s]

[1.837722340, 8.162277660]

Ovelse 46 I en pose med M&Ms har pastillerne 6 forskellige
farver og der er i alt 512 pastiller. Nulhypotesen er, at der er
lige mange af hver farve.

a) Bestem sandsynligheden for fa en bla.
b) Bestem sandsynligheden for at der er hgjest go bla pasteller.
c) Bestem konfidensintervallet for antallet af bla pasteller.

d) Der er 68 bla pastiller. Benyt en binomialtest til at vurdere
om nulhypotesen kan forkastes?
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Ovelse 47 Et mikrobryggeri har produceret 7130 flasker med
33cl ol. Deres nulhypotesen er, at 1% af ellene indeholder
mindre end 33cl. ol.

a) Bestem sandsynligheden for at der er hojest 55 ol med
mindre end 33cl. ol.

b) Bestem konfidensintervallet for antallet af gl med mindre
end 33cl. ol.

¢) Der er 89 gl som indeholder mindre end 33cl. ol. Be-
nyt en binomialtest til at vurdere om nulhypotesen kan
forkastes?

ovelse 48 Et mikrobryggeri har produceret 7130 flasker med
33cl ol. Deres nulhypotesen er, at mindre end 1% af ollene
indeholder mindre end 33 cl. ol.

a) Bestem sandsynligheden for at der er hojest 55 ol med
mindre end 33cl. ol.

b) Der er 89 ol som indeholder mindre end 33cl. ol. Be-
nyt en binomialtest til at vurdere om nulhypotesen kan
forkastes?

Jeg har lavet en sporgeskemaundersogelse blandt brugerne af
platformen YourSkills. Det antages at den er repraesentativ. Den
viser, at 84 % af brugerne (122) er glade for platformen. I spergeske-
maundersegelsen deltog 145 personer. Nu vil jeg gerne bestemme
konfidensintervallet for alle brugere pa platformen.

Det jeg undersoger er hvor mange procent af alle brugerne, som
er glade for platformen. Min resultat er et procentinterval. Der
skal bruges en anden beregning, hvis det er et antalsinterval, altsa
den modsatte beregning. I den beregning, kender jeg tilfredsheden
i procent for alle brugere og skal sd beregne i hvilket interval
antallet af glade bruger (blandt det 145 som bliver skurgt) skal
ligge for, at jeg kan acceptere nulhypotesen. Nulhypotesen er s at
tilfredsheden i procent for alle brugere er ueendret.

Bemeerk at det ikke ville give
mening at lave et konfidens-
interval, for de 122 glade bru-
ger af platformen. De er ble-
vet spurgt, sa her kendes an-
tallet.
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Saetning 4 — Konfidensinterval for p. Konfidensintervallet for sand-
synligheden i populationen p estimeret ud fra sandsynligheden
i stikpreven p og sterrelsen af stikpreven n.

Ligger et udfald udenfor 95 % konfidensintervallet forkastes
nulhypotesen. Ligger et udfald i 95 % konfidensintervallet for-
kastens nulhypotesen ikke.

Dette 95 %-konfidensinterval kan Maple beregne med komman-
doen konfidensInterval. Det forste tal i kommandoen er sand-
synligheden eller antallet af succeser. Det andet tal er antallet af
stikprover. Det sidste tal er typen af konfidensinterval som typisk
er 95 %.

Maple : Konfidensinterval for p.
with(Gym):
konfidensInterval(0.84, 145, 0.95)

[0.780329, 0.899671]

Eller
konfidensInterval(122, 145, 0.95)

[0.781917,0.900841]

Bemeerk at der er forskel i intervallerne. Det skyldes at 122 ikke
er eksakt 84 % af 145. Den afrunding ger en forskel for intervallet.
Det mest preecise, er at anvende antallet hvis dette haves, eller ikke
at afrunde procenten inden den indseettes i kommandoen. Hvis
det kun er procenten der kendes, skal den selvfelgelig anvendes.
Det vil ikke give mening at omregne procenten til et antal.

Jeg kan konkludere at konfidensintervallet for glade brugere af
YourSkills er [0.79, 0.90]. Efter en opdatering af platformen steg
tilfredsheden til 92 %. Da det ligger udenfor konfidensintervallet af
stikprove kan jeg konkludere, at opdateringen eendrede brugernes
tilfredshed med platformen.
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Ovelse 49 Et mikrobryggeri har spurgt 234 af deres kunder om
de ville kebe mikrobryggeriets ol igen. 182 svarede ja. Efter
en. endring i opskriften af ol spurgte mikrobryggeri igen en
stikprove af deres kunder og her svarede 85 % at de ville kebe
mikrobryggeriets ol igen.

a) Bestem konfidensintervallet for sandsynligheden for at
mikrobryggeriets kunder vil kebe mikrobryggeriets ol
igen, for alle mikrobryggeriets kunder.

b) Bestem om eendringen af opskriften var en god idé.

3.2.2 p-veerdi

I stedet for at bestemmes konfidensintervallet kan p-veerdien for
et udfald bestemmes. Hvis denne veerdi er mindre end 0,05 kan
nulhypotesen forkastes pa et 5% signifikansninveau.

Definition 10 — p-veerdi. p-veerdien for et udfald er sandsynlighe-
den for at fa et mindst lige sa ekstremt udfald.

For binomialfordelingen betyder det at p-veerdien for udfaldet
uer
p-verdien = P(X < p—6) + P(X > u+9)

hvor 6 = |y — u]
Et mikrobryggeri har produceret 7130 flasker med 33 cl ol. Deres

nulhypotesen er, at 1% af ellene indeholder mindre end 33cl. ol.

p-veerdien for 89 ol som indeholder mindre end 33cl. ol.
Middelveerdien er

u="7130-0.01 =713
Forskellen mellem middelveerdien og udfaldet 89 er

§=713-89| = | —17.7| =17.7

P(X <713 —17.7) = 0.014

P(X >713+17.7) = 0.023
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nu

Det giver en p-veerdi pa 0.04, og da den er mindre end o0.05, kan
lhypotesen forkastes.
Denne procedure kan automatiseres i Maple.

Maple : p-veerdii Maple.
with(Gym):
Fgrst indtastes n, u og p.
n:=7130:
p:=0.01:
u:=89:
m:=n-p
m :=71.30
d := abs(m - u)
d:=17.70
l:=bincdf(n, p, m - d)
0.0140429999838888
h:=1 - bincdf(n, p, m +d - 1)
0.0231994448768269
p-vardien er summen af de to haler.
1+h
0.0372424448607157
p-vaerdien for udfaldet 89 er saledes mindre end 0,05 og
nulhypotesen forskates.

Her er det meget vigtigt om der er tale om en to-sidet, hojre eller

venstesidet test. Ved en to-sidet test underseges om en bestemt

veerdi rammes. Fx En terning som sla to, med en sandsynlighed pa

1/6. Ved en venstresidet test underseges om der rammes mindre

end en bestemt veerdi. Fx Mindre end (eller hgjest) 1 % af varerene

har en fejl. Ved en hejresidet test underseges om der rammes over

en

bestemt veerdi. Fx Dennis kommer til tiden i mere end (eller

mindst) 99 % af timerne.
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Ovelse 50 En mont kastes 2903 gange og 1538 af gangene bliver
det plat.

a) Opstil en nulhypotese for at undersege om menten er
eerlig.

b) Skal nulhypotesen testes med en to-sidet, hojre- eller ven-
stresidet test?

c) Benyt p-veerdien for 1538 til at undersege om nulhypote-
sen kan forkastes pd et 5% signifikasnuveau.

Qvelse 51 En mont kastes 236 gange og 124 af gangene bliver
det plat.

a) Opstil en nulhypotese for at undersege om menten er
eerlig.

b) Skal nulhypotesen testes med en to-sidet, hgjre- eller ven-
stresidet test?

c) Benyt p-veerdien for 124 til at undersege om nulhypotesen
kan forkastes pa et 1 % signifikasnuveau.

@velse 52 Pa en fabrik fyldes juice pa kartoner. Der skal veere
mindst 250 mL i hver karton. I en stikpreve pa 600 kartoner var
der 580 kartoner, med mindst 250 mL. Fabrikkens nulhypotese
er at mindst 98 % af kartonerne indeholder mindst 250 mL.

a) Skal nulhypotesen testes med en to-sidet, hejre- eller ven-
stresidet test?

b) Benyt et binomialtest med et 5 % signifikansniveau til at
vurdere fabrikkens nulhypotese.

c) Benyt et binomialtest med et 1 % signifikansniveau til at
vurdere fabrikkens nulhypotese.
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@velse 53 En bestemt elev pastdr at hun kommer til tiden i
mindst 95 % af hendes timer. I en stikpreve pa 120 timer kom
hun til tiden i 110 af timerne.

a) Opstil en nulhypotese for at undersege om elevens pa-
stand er rigtigt.

b) Skal nulhypotesen testes med en to-sidet, hgjre- eller ven-
stresidet test?

c) Benyt et binomialtest med et 5% signifikansniveau til at
vurdere elevens nulhypotese.

3.3 Linecer regression

Linecer regression er at finde den rette linje som pa bedst mulig
made repreesentere sammenheengen mellem en (eller flere) uaf-
heengige variable og en afheengig variabel.

3.3.1 Mindste kvadraters metode

Der findes flere metoder til at bestemme den ‘bedste’ rette linje. Det
metode vi skal se pa her er mindste kvadraters metode. Metoden
bestar i at bestemme den linje, hvor summen af kvadraterne pa de
lodrette afstande mellem linjen og Y-veerdierne fra data er mindst
mulig. Denne afstand kaldes ogsa residual.

2)
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Satning 5 — Mindste kvadraters metode. Den heeldningskoefficient
hvor summen af kvadraterne pa de lodrette afstande mellem
linjen og Y-veerdierne fra data er mindst mulig, kan bestemmes

med formlen ;
Y i1 XiYi
n 2
i—1 2

Nar der tages udgangspunkt i modellen
Y =aX

er arealet af et kvadrat (y; — ax;)?, hvor (x;,y;) er datapar.

()

2 T
Yi, 0X;) (s =)
15 | ,
ly;i — ax;]

1 4

05 1 (xi’ yl)
1 (1)
0.5 1 1.5 2 25
n Bevis

Summen af arealerne er

(yi — ax;)?

M-

Areal(n) =

i=1

hvor n er antallet af datapar. Ved at gange parentesen ud fés at

n
Areal(a) = ) 2 xiyin Yy
i=1
Her ses, at der er tale om et andengradspolynomium. Da a? er
positivt, vil dette polynomium vende grenene op og toppunktet,
vil veere minimum for funktion. Toppunktet har 1.koordinanten

;—:. Ved at indseette koefficienterne fra andengradspolynomiet i
toppunktsformlen fas, at
Y —(—xyi)
Yl 2x}
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Det kan reduceres en smule i teelleren

n

i=1 XilYi

n 2
Y1 2x;

I dette tilfeelde er der 4 datapar. Summen af de 4 arealer bliver
Areal(a) = (.98 — 43a)? + (.93 — .931)% + (.47 — .13a)? + (.89 — .52a)?
Dette kan reduceres til
Areal(a) = 2.8383 — 3.6204a + 1.3371a>

der kan udtrykkes ved en graf.
Areal
4 T

0.5 1 1.5 2 25 3

Den « (heeldning) der gor at summen af kvadraterne er mindst
mulig er derfor toppunktet af denne graf. Dette kan bestemmes

—b
med toppunktsformlens 1.koordinat —
For at bestemme den heldning som ger summen af kvadraterne
er mindst mulig udregnes toppunktet.

—(—3.6204)

21337l 1.353825443

Derfor er det denne veerdi af @ hvor summen af kvadraterne pa de
lodrette afstande mellem linjen og y-veerdierne fra data, er mindst
mulig.
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(2) Estimat « = 1.35

2 T
1.5 ¢
N —
X
0.5 4%
: : : : (1)
0.5 1 1.5 2

I det daglige arbejde med regression, benyttes et IT-redskab til
at udfere beregningerne, ud fra en givet model. I dette eksempel
er der benyttet en meget simpel model, men i princippet er det de
samme beregninger som IT-redskabet benytter selvom modellen er
mere kompliceret.

Maple : Regression.

with(Statistics):
X:=[3,4,5,71:
Y:=[1,2,3,4]:

Fit(a-x + b, X, Y, x, output = parametervalues)

[a = 0.742857142857143,b = —1.02857142857143]

3.4 Modelkontrol

Modellen som nu er konstrueret, er det vigtigt ogsa at vurdere
modellen. Der findes flere redskaber til at vurderer en model. Her
skal vi se pa

¢ Residualplot
* Residualspredning

* Afvigende residualer

For at kunne lave modelkontrol skal der veere et stort antal
datapunkter, som oftes vil skulle importeres i Maple.

Video hvor jeg forteller om

regression og modelkontrol i
Maple.
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Maple : Dataimport.

with(Statistics):

Data importeres HUSK at maplefilen og excelfilen med data skal veere
i samme mappe. I dette eksempel hedder filen coz.xlsx

data := Import(FileTools[JoinPath](["co2.x1lsx"],

base = worksheetdir))

Data konverteres til lister, sd det er muligt at arbejde videre med de
relevante data. Kolonnen decimaldate er x-vaerdierne og 3. kolonne er
y-veerdierne. Da modellen har 1958 som startdr, skal dette fratreekkes
alle x-veerdierne. Dette gores med -~1958.

X := convert(data['decimaldate’], list) - ~1958

Y := convert(data[3], list)

De bruges til at tage de nedvendige forbehold i fortolkningen
af resultaterne.

3.4.1 Residualplot

Residualplottet bruges til at kontrollere om de to betingelser om
linearitet og ensartet varians er opfyldt. Hvis modellen er korrekt,
skal residualplottet vise tilfeelighed i placeringen af residualerne.
Hvor residualerne er centreret omkring 1.aksen. Er der en klar
systematisk variation i residualerne fx en bueform, er det et tegn
pa at modellen ikke er tilstreekelig. Hvis spredningen i residualerne
enten vokser eller aftager som funktion af X, er betingelsen om
ensartet varians ikke opfyldt.

Maple : Residualplot.

Husk at importere data forst.
with(Gym):

plotResidualer (X, Y, LinReg)




residual

residual

residual

30

20

residual

b)

Figur 3.1: Fire eksempler pa
residualplot. Residualplot a
viser residualerne er centre-
ret omkring 1.aksen og med
ensartet spredning. Residual-
plot b viser et eksempel p3, at
residualerne ligger i en bue-
form. Dette kunne tyde p4, at
en linezer model ikke er den
rigtige til at modellere disse
data. Residualplot ¢ viser resi-
dualerne er fordelt med ens-
artet spredning, men de er ik-
ke centreret om 1.aksen. Det-
te kunne tyde pé at der er er

konfunderende variabel som

ikke er medtaget i modellen.

Residualplot d viser et eksem-
pel pa at residualerne ikke har
sammen spredning over hele
1.aksen.
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residual

3.4.2 Residualspredning

Betingelserne for at regressionen er gyldig er at forskellen pa mo-
dellen og y;-veerdierne (herefter residualerne) er normalfordelte
med middelveerdi o og varians 02, samt at variansen er den samme

for alle veerdier af x;.

Definition 11 — Residual. Et residual er forskellen mellem en mal
veerdi og den af modellen forudsagte veerdi.

ri=yi—(a-x;+0)

Residualspredningen har felgende definition for en linesere
regression

Definition 12 — Residualspredning. For residualerne r; til en linecer
model y = ax + b er residualspredningen s bestemt ved.

. il 412
N n—2

Grunden til at der divideres med n — 2 og ikke 7 er fordi der er
2 parametere a2 og b i modellen.

Residualspredningen skal veere lille i forhold til y;-veerdierne. Da y;
vaerdierne kan variere meget hvis heeldningen er stor, er det sveert
at saette et konkret mal op for sterrelsesforholdet mellem residu-
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Video der viser hvordan re-
gression og modelkontrol kan
laves i Maple i et eksempel
hvor modellen ikke er god.
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alspredningen og y;-veerdierne. Jo mindre residualspredningen er,
jo bedre er modellen til at forudsige y;-veerdierne.

Maple : Residualspredning.
Husk at importere data forst.
with(Statistics):
Residualspredningen beregnes.
Fit(a:x + b, X, Y, x, output = residualstandarddeviatior

~

s := 4.2449

For at have noget at sammenligne residualspredningen bestemmer jeg
min og max for den afhaengige variabel.
min(Y)

313.2

max(Y)

414.66

Residualspredningen er ca. 4 og dette skal holdes op i mod en
y-veerdier mellem 313 og 415. Denne spredning ma siges at veere
lille og det er et tegn pa at der er tale om en god model.

3.4.3 Afvigende residualer

En eller flere observationer kan vere ekstreme fordi de afviger
meget fra den af modellen forudsagte veerdi. Dette vil give ob-
servationen et stort residual. For at undersegede dette sporges til
andelen af residualer i intervallet [—2s,2s]. Da residualerne skal
vaere normalfordelte betyder det at ca. 95% af residualerne skal
ligge i intervallet [—2s,2s] og ca. 99,8% af residualerne skal ligge
i intervallet [—3s,3s]. Hvor s er residualspredningen. Hvis resi-
dualet for en observation ikke ligger i intervallet [—3s, 3s], siges
observationen at veere exceptionel.

Maple : Afvigende residualer.
Husk at importere data forst.
with(Statistics):

s:=Fit(a:x + b, X, Y, X,
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output = residualstandarddeviation)
s := 4.244865835

Residualerne beregnes
res := Fit(a-x + b, X, Y, x, output = residuals)

res := [9.4106,11.01886, 10.93867,9.0367, ...]

with(Gym):
Residualerne inddeles i grupper
grupperData(res, <min(res, -2s), -2s, 2s, max(res, 2s)>

—8.4897...-8.4897 O
—8.4897...8.4897 702

8.4897...12.4185 30

Data er nu indelt i tre intervaller. Det forste interval er intervallet
mellem det mindste residual og -2s. Det andet interval er mellem
-2s og 2s. Det tredje interval er mellem 2s og det storste residual.

Bemeerk at det forste interval er tomt fordi det mindste residual
er storre en —2s (og tilsvarede for —3s). Andelen af residualer i
intervallet [—2s, 2s] kan nu beregnes

702

——— = 0.959
702+ 30

95,9 % af residulerne ligger i intervallet [—2s, 2s], hvilket er et tegn
pé at der er tale om en god model.

Maple : Exceptionelle residualer.

Husk at importere data forst.
with(Statistics):

s:=Fit(a:x + b, X, Y, X,

output = residualstandarddeviation)

s := 4.244865835

Residualerne beregnes
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res := Fit(a-x + b, X, Y, X, output = residuals)
res := [9.4106, 11.01886,10.93867,9.0367, ]

Residualerne inddeles i grupper
grupperData(res, <min(res, -3s), -3s, 3s, max(res, 3s)>

—12.7346... - 127346 0
—12.7346...12.7346 732

12.7346...12.7346 0

Bemeerk at der ikke er nogle residualer som er exceptionelle, i

det alle residualerne ligger i intervallet [—3s, 3s].

Som en sidste made at definere observationer som er afvigende
kan definitionen af outlier benyttes. Det er residualer som ligger
mere end 1,5 kvartilbredde fra medianen. I Maple bestemmes dette

fx med BoxPlot kommandoen.

Maple : Outliers blandt residualer.

Husk at importere data forst.

with(Statistics):

Residualerne beregnes

res := Fit(a-x + b, X, Y, X, output = residuals)

res := [9.4106,11.01886,10.93867,9.0367, ...]

BoxPlot(res, outliers = true)
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Her ses at der er tre residualer som er outliers.

@velse 54 Tabellen viser sammenherende verdier for kropstem-
peraturen og hjerterytmen.

Kropstemperatur | 96.2 | 96.7 | -+ | 100.0 | 100.8

Hjerterytme 70 | 71 | -+ | 78 77

(Resten af tabellen findes i bilaget "Normtemp.xls".)

I en model antages det, at sammenhaengen mellem krop-
stemperaturen og hjerterytmen kan beskrives ved en lineer
funktion

f(x)=a-x+b

hvor x betegner kropstemperaturen (mélt i Fahrenheit), og f(x)
betegner hjerterytmen (malt i slag pr. minut).

a) Bestem tallene a og b ved regression, og tegn residualplottet.

b) Bestem residualspredningen s og ger rede for, at under
95 % af residualerne ligger i intervallet [-2s; 2s].

c) Tegn et boksplot af residualerne og afger om der er
outliers.

d) Benyt residualplottet og residualspredningen til at vurde-
re modellens anvendelighed til at beskrive sammenheengen.
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Ovelse 55 Tabellen viser sammenherende veerdier for kropsfedt
og halsmal.

Kropsfedt | 126 | 6.9 | --- | 25.3 | 30.7

Halsmal 36.2 | 385 | --- | 38.9 | 40.8

(Resten af tabellen findes i bilaget "kropsfedt.xlsx".)
I en model antages det, at ssmmenheengen mellem kropsfedt
og halsmal kan beskrives ved en lineaer funktion

f(x)=a-x+D

hvor x betegner kropsfedt (malt i pct), og f(x) betegner halsmal
(malt i cm).

a) Bestem tallene a og b ved regression, og tegn residualplottet.
b) Bestem residualspredningen s.

¢) Gor rede for, at under 95 % af residualerne ligger i inter-
vallet [-2s; 2s].

d) Tegn et boksplot af residualerne og afger om der er
outliers.

e) Benyt residualplottet og residualspredningen til at vurde-
re modellens anvendelighed til at beskrive sammenhaengen.
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4
Funktioner

Definitionen pa en funktion er

Definition 13 En variabel y kaldes en funktion af en variabel x,
hvis der til hver veerdi af x svarer preecis én veerdi af y. Denne
veerdi kaldes funktionsveerdien og man skriver y = f(x).

Bemeerk at denne definition kun gaelder hvis der er én afhaengig
(y) og én uatheengig (x) variabel.

Der er nogle begraensninger for funktioner, fordi nogle udreg-
ninger ikke er definerede.

- division med 0.

- kvadratroden af negative tal.

Disse udregninger kan heller ikke laves i regneudtryk for funk-
tioner, derfor siger man at funktionen kun er defineret for nogle
veerdier af x. De veerdier af x som funktionen er defineret for kaldes
for funktionens definitionsmangde og den skrives Dm(f).

Til alle de x veerdier, som ligger i definitionsmeengden svarer -
ifelge definitionen af en funktion - én veerdi af y, disse veerdier af
y kaldes for funktionens veerdimeengde og den skrives Vm(f).

Ved alle funktioner skal veerdi- og definitionsmeengde overvejes.

= Eksempel 15 Funktionen f givet ved forskriften f(x) = 3x + 1 har
definitionsmeengden IR, hvilket betyder at funktionen er defineret
for alle reelle tal og veerdimeengden er ogsa R. .

u Eksempel 16 Funktionen f(x) = y/x. Denne funktion er defineret
for alle x > 0. Bemeerk at der ikke er nogen graf for veerdier af
x < 0. Funktionens definitionsmeengde er derfor Dm(f) = [0, o0[
dette leeses »alle reelle tal storre end eller lig med O«.



Veerdimeengden for funktionen er Vm(f) = [0, co[.

2)

= Eksempel 17 Funktionen givet ved

¥ —3x—10
f(x)—ﬁ

har en begraensning i sin definitionsmeengde fordi x — 5 skal veere
forskelligt fra 0 og derfor kan x ikke veere 5. Men for alle andre
veaerdier af x er funktionen defineret, derfor bliver definitionsmeeng-
den Dm(f) = R\ {5}, hvilket leeses »alle reelle tal undtagen 5.
Verdimengden for f bliver sa alle de veerdier for y, undtagen den
veerdi der svarer til x-veerdien 5. P4 grafen for f(x) kan man se at
det er veerdien 7. Veerdimeengden er derfor Vim(f) = R\ {7}.

(2)

—_

»A\Mwukmc\woo@o
N\

*6*5_4#2:1,, 123456789101112
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Qvelse 56 Bestem definitions- og veerdimeengde for felgende

funktioner.
2) f(x) = Va2 b) f(x) = s
1 Vx
o f(x)= NG d) f(x) ==

4.1 Linecere funktioner

Den lineeere funktion f(x) = ax + b, hvor a er heeldningskoefficien-
ten, stigning pr. enhed. b er skeeringen med y-aksen, start veerdien.
For at vise dette indseettes x-veerdien for skeering med y-aksen
x=0.

F0)=a-0+b< f(0)=b

heraf ses at grafen for f vil skeere y-aksen i punktet (0, b).

flx+1)=a(x+1)+0b Verdien x + 1 indseettes i f(x)
=ax+a+b Parentesen ganges ud
=f(x)+a ax + b erstattes med f(x)

heraf ses at at nar x-veerdien vokser med 1, vokser funktionsvaerdi-
en med a.

Video der forklarer konstan-
ternes betydning for grafens
forleb for en lineaer funktion.

flx1+1)
f(x1)
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x+1.

Nl—

= Eksempel 18 Pa figuren ses grafen for funktionen f(x) =

(2)

5,
4,
3,
2,
L
P

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—11

Denne graf skeerer y-aksen i 1 og har heeldningen %

I Maple kan grafen for en funktion tegnes med kommandoen
plot. Efter funktionsforskriften seettes komma og sa skrives i hvilket
interval funktionen skal tegnes, ved at skrive x=fra .. til. Det er
meget vigtigt at der bruges netop to punktummer.

Maple : Graf for funktion.
plot(2xx+4,x=-3..7)

Maple : Graf for flere funktioner.
plot([2x+4, -x+1],x=-3..7)

GeoGebra : Graf for funktion.
f(x)=2x+4

GeoGebra : Graf for flere funktioner.
f(x)=2x+4
g(x)=-x+1

— f)=ix+1

Video der viser hvordan kom-
mandoen plot kan bruges i
Maple


https://youtu.be/I1HxXgcYQ6s
https://youtu.be/I1HxXgcYQ6s

Seetning 6 For en linezer funktion f(x) = ax + b hvor f(x1) = 11
og f(x2) = ya, da vil

_n-n
X2 — X1

a b=y —ax

mBevis Da f(x1) =yjery; =ax;+bogda f(xa) =yrery, =
axy + b. Ved at udregne vy, — y; fés at

y2—y1 = (axy +b) — (ax; +b)

Yo—y1=axp+b—ax; —b parenteserne ophaeves
Y2 — Y1 = axy —axy udtrykket reduceres
yao—y1=a-(xa—x1) udtrykket faktoriseres
27N _, ligningen divideres med xp — x1
Xy — X1

Nér a er kendt kan b beregnes ved at isolere b i en af ligningerne
y1 = axj + b og yr = axy + b. Herved fremkommer formlen

y1=ax1+b& b=y —ax;

og tilsvarende for ligningen y, = ax, +b. .

= Eksempel 19 Folgende koordinatseet passer ind i f(x) = ax + b.

(2,3) og (3,6), Bestem regneforskriften for f(x)

6—-3 3
T3 1 0
b=3-3.2=3-6=-3

Regneforskriften bliver f(x) = 3x — 3 .

= Eksempel 20 Folgende koordinatseet passer ind i f(x) = ax + b.

(5,3) 0g (2,9), Bestem regneforskriften for f(x)

9-3 6
1= = b=3+2-5=3+10=13
Regneforskriften bliver f(x) = —2x 4 13 .

Video med bevis for to-
punkts-formlen

Video med eksempel pé be-
stemmelse af forskrift for en
lineer funktion ud fra to
punkter.
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= Eksempel 21 Funktionen f(x) er linezer og f(3) =5 og f(6) =4,
bestem regneforskriften for f(x).

4-5 -1 1

il S R
1 1
b=5-— (—3> -3—5—1—5-3—5—1-1—6
Regneforskriften for f(x) bliver f(x) = —%x +6 .

ovelse 57 Grafen for den lineaere funktion f gar gennem punk-
terne, bestem forskriften for f.

a) (3,6) og (2,4) b) (5,1) og (15,2)

) (2,4) og (4,3) d) (8,7) og (12,28)

¢ (4,4) og (6,2) f (~2,4) og (8,5)

g) (5,11) og (70,52) h) (2,—4) og (-5,3)
) (-2-2)0g(-5-2)  j) (-2,-2)og(-25)

= Eksempel 22 For at bestemme forskriften pa grafen afleeses to
punkter.

(2)

3,,
/
24 —

14 —
: : : ‘ : : : : : — (1)
-2 -1 /1/2 3 4 5 6 7 8

L

De to afleeste punkter er (2,0) og (0, —1). Disse punkter indseettes
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i formlerne

0—(-1 1
2-0 2

1
b=0-7-2=-1

Forskriften bliver f(x) = %x -1 .

Ovelse 58 Bestem forskriften for funktionen f hvis graf ses pa
figuren.

a) Bestem forskriften for funktionen, hvis graf ses pa figuren.
(2)
|/

54321123456

(1)

b) Bestem forskriften for funktionen, hvis graf ses pa figuren.

(2)

5,
4,
3,
2,,
L
g

4521 12345678

(1)
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c) Bestem forskriften for funktionen, hvis graf ses pa figuren.

S \ — (1)
5-4-3-2-1 | 1 2\3\4 5 6 7

Konstanterne a og b er heeldningen og skeeringen med y-aksen.
Men hvis funktionen anvendes til at beskrive en sammenheeng
mellem to variable x og y med en relation til virkelige storrelser,
far a og b ogsa en betydning i relation til denne sammenheng og
funktionen kaldes en model.

= Eksempel 23 En patient far et saltvandsdrop. Dropflasken indehol-
der til at begynde med 950 mL saltvand, og patienten far 5 mL
salt-vand pr. minut. En model for sammenhzaengen mellem tid og
dropflaskens indhold bliver sa

y = —5x 4950

hvor y er dropflaskens indhold i mL og x er tiden i minutter. =

» Eksempel 24 Efter 5 minutter er der 925 mL saltvand i dropflasken
og efter 25 minutter er der 825 mL tilbage. Bestem a og b for den
linezere sammenhang mellem tid og dropflaskens indhold.

Cya—y1 925-—825 100 _ s
Cx—x; 5-25 =20

b=y, —a-x; =825—(—5)-25=950

a

Det betyder at der hvert minut leber 5 mL (a) saltvand ud af
dropflasken og at flasken indeholdt 950 mL (b) fra start. .

= Eksempel 25 En patient far et saltvandsdrop. Sammenhaengen
mellem dropflaskens indhold af saltvand og tiden i minutter ses i
tabellen nedenfor. Det antages at sammenhengen er linezer.

8o

Video med eksempel pa for-
tolkning af konstanter i lineze-
re og eksponentielle modeller.


https://youtu.be/YYj6FdnUt-k
https://youtu.be/YYj6FdnUt-k

Tid i min. 0 10 | 17 | 25

Indhold i mL | 950 | 900 | 865 | 825

For at bestemme a og b i den linezere funktion udferes lineser
regression pd tabellens data. I maple skrives

Maple :Linezer regression.
with(Gym):
LinReg([0, 10, 17, 25],[950, 900, 865, 825],x)

—=5x+950

GeoGebra : Lineer regression.
FitLinje({(0,950),(10,900),(17,865),(25,825)})
— 1y = —5x+950

Den fundne model kan anvendes til at beregne enten den af-
heengige eller uathaengige varibel.

= Eksempel 26 Sammenhaengen mellem indholdet af saltvand i et , X
Video med et eksempel pé op-

drop og tiden kan beskives med felgende model stilling af funktion ud fra en
sproglig beskrivelse.
f(x) = —=5x+950

Hvor x er tiden i minutter og f(x) er indholdet af saltvand i mL i
droppet.
Hvor mange mL saltvand er der tilbage efter 50 minutter?

y = —5-50+950 = —250 + 950 = 700

Efter 50 minutter er der 700 mL tilbage.
Hvor lang tid gér der inden der er 200 mL tilbage?
—750
200 = =5-x+950 < 200 - 950 = -5 -x & —5 =150

Der gar 150 minutter inden der kun er 200 mL tilbage. .
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Ovelse 59 I perioden 2004-2008 er det arlige offentlige forbrug
steget med 18,5 mia. kr. pr. &r. I 2004 var det arlige offentlige
forbrug 388 mia. kr.

a) Indfer passende variable, og opstil et udtryk, der beskriver
udviklingen i det rlige offentlige forbrug som funktion
af tiden.

b) Hvorndr vil det offentlige forbrug veere 500 mia.”?

c) Hvad vil det offentlige forbrug veere i 2020?

Ovelse 60 Antallet af medlemmer af e-sports foreninger stiger
hvert ar med 750 og i ar 2015 var der 1300 medlemmer.

a) Indfer passende variable, og opstil et udtryk, der beskriver
udviklingen i antallet af medlemmer i e-sports foreninger
som funktion af antallet af ar.

Qvelse 61 Produktionen af ol i perioden 2010 til 2015 i et mikro-
bryggeri.

Arstal 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015

J11imio. liter | 0,23 | 0,31 | 042 | 0,49 | 0,61 | 0,71

Det antages at udviklingen i produktionen af ol felger en model
som denne
f(x)=a-x+b

hvor x er antallet af r efter 2010 og f(x) er produktionen af ol
i mio. liter.

a) Benyt tabelles data til at bestemme a og b.
b) Giv en fortolkning af a.

¢) I hvilket ar vil mikrobryggeriet producere mere end 1,2
mio. liter ol?

82



4.1.1 Forskydning af grafen for en funktion

Grafen for enhver funktion kan forskydes parallelt med 2. aksen
ved at tilfeje en konstant til funktionsforskriften. Er konstanten
positiv forskydes grafen op og er konstanten negativ forskydes
grafen ned. Grafen forskydes parallelt med 1.aksen ved at tilfoje
en konstant til den uafheengige variabel. Er konstanten positiv
forskydes grafen til venstre og er konstanten negativ forskydes
grafen til hgjre.

= Eksempel 27 Funktion med forskriften f(x) = —2x kan forskydes
parallelt med 2. aksen ved at tilfgje en konstant til regneudtrykket,
sd kommer funktionen til at se séledes ud

flx)=—-2x+k

Maple
Explore(plot(-2x+k, x=-5..5, -5..5), k =-4..4)

GeoGebra

f(x)=-2x+k

GeoGebra vil selv definere k som en skyder i intervallet -5 til 5.
Intervallet kan aendres i programmets indstillinger.

Grafen forskydes parallelt med 1. aksen ved at tilfgje en konstant
til den uafheengige variabel, sd kommer funktionen til at se saledes
ud

f(x) =—=2(x+k)

Maple
Explore(plot(-2(x+k), x=-5..5, -5..5), k =-4..4)

GeoGebra

f(x)=-2(x+k)+p

GeoGebra vil selv definere k og p som skydere i intervallet -5 til 5.
Intervallet kan aendres i programmets indstillinger.
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I Maple kan der godt veere to parametre

Maple
Explore(plot(-2(x+k)+p, x=-5..5, -5..5),
k =-4..4,p=-4..4)

Ovelse 62 Brug Maples Explore kommando til at parallelforsky-
de grafen for funktionen

f(x) =2x+3

For at parallelforskyde funktionen skal der to parametre ind i
forskriften.
f(x)=2(x+k)+3+p

a) Hvilke veerdier er der for k og p, for at grafen for f gar
gennem punktet (—1,2).

@velse 63 Brug Maples Explore kommando til at parallelforsky-
de grafen for funktionen

flx) = —4x+1

a) Hvilke veerdier kan parameterne have, for at grafen for f
gar gennem punktet (1,6).



Ovelse 64 Brug Maples Explore kommando til at parallelforsky-
de grafen for funktionen

flx) =x

a) Hvilke veerdier kan parameterne have, for at grafen for f
gar gennem punktet (1,2).

b) Er det nedvendigt med to parametre?

4.1.2 Ligefrem- og omvendt proportional

Definition 14 De to variable x og y siges at veaere ligefrem propor-
tionale, hvis
y=k-x
Y

Dette kan ogsa skrives e k dvs. at forholdet mellem x og v

er konstant. k kaldes proportionalitetsfaktoren.

E.

= Eksempel 28 v er ligefrem proportional med x med proportionali-

tetsfaktoren % Video hvor ligefrem propor-
tionalitet forklares.
@ kS
73
2 —
/
/

/
- - - (1)
1 2 3 4 5 6 7

| |

M- -m
72

tionale, hvis G, m og r er konstante.

= Eksempel 29 I formlen F = G - er F og M ligefrem propor-
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» Eksempel 30 I formlen
x-y=a-b

er x og y ikke ligefrem proportionale, selvom a og b er konstante.

x=a-b 1
~ vy
k
x og y kaldes omvendt proportionale. ]
» Eksempel 31 I formlen
P=a-T

hvor a er en konstant, er der ingen ligefrem proportionalitet fordi
T er i fjerde. .

ovelse 65 Hvilke af disse variable er der en ligefrem proportio-
nal sammenheng mellem?

aym=n-M b)p-V=n-R-T
) E=1.-m-o? d) T=2 -7 -vVm/k

= Eksempel 32 Variablerne x og y er ligefrem proportionale. Og nér
x = 4 er y = 10. Det betyder at proportionalitetskonstanten kan
beregnes med formlen y = k - x.

10=k-4

Det betyder at k er 2,5.
Nér x = 20 vil y derfor kunne beregnes som

y=2,5-20
Det betyder at y er 50. .

Ovelse 66 Variablerne x og y er ligefrem proportionale. Udfyld
de manglende tal i tabellen.

x| 2 7
y|1]2
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tionalitet forklares.
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Qvelse 67 Variablerne x og y er ligefrem proportionale. Udfyld
de manglende tal i tabellen.

X 215
y|6]|8

Definition 15 De to variable x og y siges at veere omvendt propor-
tionale, hvis

1
y_k;

Dette kan ogsa skrives v - x = k, k kaldes proportionalitetsfakto-
ren.

» Eksempel 33 I formlen

1
y—3-;

er variblerne y og x omvendt proportionale. Grafisk kan det ses
ved at lave et (y, 1)-plot.

Y 1
91 / y=3-3
ol
AR
ol
o/
2|/
o1/
T/
1 1
-9-8-7-6-5-4-3-2-1/f 1 2 3 45 6 7 8 91011 X
| ]
= Eksempel 34 Variablerne x og vy er omvendt proportionale. Og nar
x = 4 er y = 10. Det betyder at proportionalitetskonstanten kan
beregnes med formlen y = k - x.
1
10=k- =~
4
Det betyder at k er 40.
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Nér x = 10 vil y derfor kunne beregnes som

Det betyder at y er 4. .

Qvelse 68 Variablerne x og y er omvendt proportionale. Udfyld
de manglende tal i tabellen.

x| 218

y|2 3

Qvelse 69 Variablerne x og y er omvendt proportionale. Udfyld
de manglende tal i tabellen.

x| 6 12
y|10]6

4.1.3 Inverse funktioner

En invers funktion er en funktion hvor x og y er byttet om. Symbo-
let for en invers funktion er ~!. Den inverse funktion til funktio-

nen f(x):

y=3x—4

er saledes funktionen f~!(x), hvor x og y er byttet om: x = 3y — 4
hvor y isoleres

1 4
—3yz—x—4@y:§x+§

Nar man ser pa det grafisk, ser man at graferne for de to funktioner
er spejlinger af hinanden i linien y = x.
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Definition 16 — Invers funktion. Den inverse funktion til f kaldes
71, og den inverse funktion f~! er defineret som funktionen

der opfylder at
) =x
u Eksempel 35 Det betyder at for f(x) = 3x —4 og f'(x) = %x + %
skal der geelde at f(f ') = x. Dette ses af folgende udregning.

FU ) =3 (3x 0 5) ~4= G4 4=

@velse 70 Undersog om folgende funktioner er inverse til hinan-

den.

a) f(x) =2 +10gg(x) = gx— 2
b) f(x):%x—logg(x):Zx—l

C) f(x):4x—80gg(x):%x—2
d) f(x) = x—3og g(x) = +3

I den inverse funktion er x og y byttet om, det kan bruges til at
sige noget om hvilken type af funktion en invers funktion er. Her
ses tabellen og hvilke typer af funktioner der findes. Denne gang
er den udvidet med hvilken type de inverse funktioner er. Det
kan ses ud fra om x og y er hhv. + og -. For den lineaere funktion

--- Spejlingsakse
yol it
— Y= f? SX = 43

Video hvor inverse funktio-
ner forklares. Eksempler pa
bestemmelse af inverse funk-
tioner.
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som er en (+,+)-funktion og den inverse er en (+, +)-funktion og
derfor ogsa linezer. Men eksponentialfunktionen som er en (+, -)-
funktion, der vil den inverse funktion veere en (-, +)-funktion. Og
det er en logaritmefunktion. Senere ses pa potens, eksponentiel-
og logaritmefunktionerne.

Funktion Invers funktion
Linezer x|+ |y |+ | Lineer
funktion y |+ | x| + | funktion
Potens- X y Potens-
funktion y x funktion
Eksponentiel- | x | + | y | + | Logaritme-
funktion y x funktion
Logaritme- x Yy Eksponentiel-
funktion y | + | x| + | funktion

For at bestemme den inverse til en funktion, byttes om pa de to
variable, typisk x og y, og derefter isoleres variablen y.

= Eksempel 36 For funktionen f(x) = 2x — 3, hvor f(x) = y, kan
den inverse funktion udregnes ved at erstatte ¥ med x og x med y.
Da kommer ligningen til at se sdledes ud.

x=2y—3

og i denne ligning isoleres .

x=2y—3

x+3=2y 3 leegges til ligningen

a ;__ 3 _ y ligningen divideres med 2
1 3
sxXt+o-=y breken deles op
272

. . o —1 X 3

Den inverse funktion er sa f~ " (x) = 5 + 7 .
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Ovelse 71 Bestem den inverse funktion til f.

1

a) f(x) =2x—1 b) f(x):Zerz
o flx)=x+1 d) f(x) =3x—3
e) f(x)=2x—4 f) f(x)=—2x—2
g) f(x)=3x+5 h) f(x) =ax+b

4.2 Eksponentielle funktioner

Definition 17 En funktion med regneforskrift f(x) = b - a* hvor
a > 0 og forskellig fra 1 kaldes for en eksponentiel funktion.

Forskriften for en eksponentiel funktion er f(x) = b-a* hvor b
er begyndelsesverdien og a er fremskrivningsfaktoren.

Saetning 7 — Konstanternes betydning for grafens forleb. For ekspo—
nentielle funktioner med forskriften f(x) = b-a* geelder der,
at grafen for funktionen gér gennem punktet (0,b), dvs grafen
skeerer 2.aksen i b. Der geelder ligeledes, at grafen gar gennem
punktet (xo+1,a-yo).

)

Video med en forklaring af
sammenhzngen mellem a og
b forlebet af grafen for en eks-
ponentiel funktion.

)

X0 xp+1

m Bevis Nar grafen skeerer 2. aksen er x-veerdien 0. Funktionsveer-
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dien kan sa beregnes
f0O)=b-a"=b-1=b
Ved at indseette funktionsveaerdien xy + 1 fas, at
flxo+1)=b-a"=b.a%.al =y5-a

Dette viser at grafen for f vil ga gennem punktet (xo+ 1,0 -4a). =

( Z\»SOksende

Definition 18 — Voksende og aftagende. En funktion er voksende
hvis
x1 < xp geelder at f(x1) < f(x2)

En funktion er aftagende hvis der for to veerdier x; og x;
hvor x1 < x, geelder at f(x1) > f(x2).

Saetning 8 — Betydningen af begyndelsesvzaerdi og fremskrivningsfaktor.
For en eksponentiel funktion f(x) = b - a* geelder folgende

a) Grafen for en eksponentiel funktion er voksende, hvis

fremskrivningsfaktoreren a er sterre end 1, og aftagende
hvis a er mellem o og 1.

b) Jo sterre a er i intervallet |1, oo[ jo hurtigere vokser grafen.
Jo mindre a er i intervallet |0, 1] jo hurtigere aftager grafen.

Beviset for pastand a) kraever kendskab til logaritme funktionen,

og udskydes derfor til denne funktion er indfert.

Video med forklaring pa kon-
m Bevis — Seetning 8 b). Ved sammeligning af to fremskrivningsfak- stanternes betydning for gra-
fens forleb for en eksponenti-

torer storre end 1 fas felgende. :
el funktion.

a1 < ap
ay < ay oploft begge sider med x.
Da a > 1 skal ulighedstegnet ikke vendes
b-ay <b-ay multiplicer med b.

Da b > 0 skal ulighedstegnet ikke vendes

Ved sammeligning af to fremskrivningsfaktorer mellem o og 1 fas
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felgende.

am < ap
ay > a; oploft begge sider med x.
Da 0 < a < 1 skal ulighedstegnet vendes
b-ai >b-a;3 multiplicer med b.

Da b > 0 skal ulighedstegnet ikke vendes

= Eksempel 37 Pa figuren ses grafen for tre funktioner

N
|

.
\ 4|

_—
ey N
—‘4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Af de tre funktioner

flx) =3-2°
g(x)=2-1,2"
h(x) =2-0,4"

er A graf for funktionen f da f har den sterste fremskrivnings-
faktor, og grafen A vokser hurtigst og har den sterste b-verdi, da
grafen skeerer y-aksen hojest af de tre grafer. Funktionen for grafen
B er ¢ da den har en fremskrivningsfaktor, som er sterre end 1
(grafen er voksende) men mindre end fremskrivningsfaktoren for
f, og grafen vokser langsommere end grafen for A. C er grafen for
funktionen h, da grafen er aftagende og fremskrivningsfaktoren er
mindre end 1. n
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ovelse 72 Figuren viser grafen for funktionerne

f(x) =2% g(x) =0,5" og h(x) =1,2*

X
_— ‘ (1)

-10 ) & 10

a) Gor rede for hvilken graf, der herer til hvilken funktion.

Seetning 9 Forskriften for en eksponentiel funktionen f(x) =
b - a*, kan bestemmes, hvis to punkter pa dens graf kendes.

a = %X y£ b= ﬂ
Vv at

» Bevis Hvis fremskrivningsfaktoren a er kendt, kan b beregnes

hvis ét punkt (x1,y7) er kendt. I ligningen y; = b-a™! isoleres b~ Video med bevis for to-punkt
formlen for en eksponentiel

funktion.

ved at dividere med a™.

1

a*1

Er fremskrivningsfaktoren ikke kendt, skal den beregnes ved at
bruge endnu et punkt. Hvis de to punkter (x1,y1) og (x2,y2) ligger
pa grafen, betyder det at y; = b-a* og y» = b-a*2. Ved division
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af yo med y; fas, at

b-a™
Ya _ 00" forkort med b
y1. b-av
Y2 a'*? a s—t
== — otensregneregel — = a
yi an p & 8t
V2 _ g da y > 0 findes x, — x7 roden af 72
n n
Xp—X ﬂ =q
1
n
= Eksempel 38 Grafen for en eksponentielt voksende funktion Video med eksempel pé be-
stemmelse af forskriften for
f ( x) — b4~ en eksponentiel funktion ud

fra to punkter.

Grafen gédr gennem punkterne P(1,6) og Q(3,24).
Tallene a og b kan bestemmes

3-1/24 6
? s — V4 o

Ovelse 73 Bestem forskriften for en eksponentiel funktion med
forskriften f(x) = b-a*, hvis graf gar gennem punkterne (2,6)
og (4,24).

Ovelse 74 Veeksten af en bakteriekultur kan beskrives med en
eksponentielt voksende funktion f(x), hvor x er antallet af timer
og f(x) er antallet af bakterier. Det oplyses, at f(3) = 864 og
f(6) = 1493.

a) Bestem en forskrift for f.

Forskriften for en eksponentiel funktion kan ogsé bestemmes
med regression. I dette eksempel skal en eksponentiel model be-
stemmes ved regression, hvor den uafheengige variabel er tid. Det
er vigtigt at huske ikke at bruge arstallet, fordi sa vil IT-veerktojet i
nogle tilfeelde afrunde resultatet til nul. I modeller med arstal, er
det altid antallet af ar efter et bestemt arstal.
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= Eksempel 39 I tabellen ses en opgerelse over den arlige svinetrans-
port ud af Danmark i perioden 2006-2009.

Arstal 2006 | 2007 | 2008 | 2009

Mio. svin | 4.3 4.9 6.3 8.0

I en model antages det, at antallet af svin, der arligt transporteres
ud af Danmark, er en funktion f af typen

f) =b-a*

hvor x er antal ar efter 2005.
Med eksponentiel regression bestemmes forskriften til

f(x) =42-1.24%

Maple
with(Gym):
ExpReg([0,1,2,3],[4.3,4.9,6.3,8.0]1,x)

4.1571.235*
GeoGebra
FitVaekst({(0,4.3),(1,4.9),(2,6.3),(3,8)})
—4.16-1.24%

@velse 75 Tabellen nedenfor viser udviklingen i et lands energi-
produktion (malt i GW) i perioden 2005-2010.

Arstal 2005 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

Energiproduktion | 202 | 421 623 | 1132 | 1541

I en model kan udviklingen i energiproduktion beskrives
ved en funktion af typen

E(t)=b-a
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hvor E(t) betegner energiproduktion (malt i MW) til tiden ¢
(mélt i ar efter 2005).

a) Benyt data fra tabellen til at bestemme en forskrift for E.

I Definition 19 Vaekstraten r er fremskrivningsfaktoren a minus en.
r=a-1

= Eksempel 40 I en model antages det, at antallet af svin, der arligt
transporteres ud af Danmark, i perioden 2006-2009, er en funktion
f af typen
f(x) =4.2-1.24"

hvor x er antal &r efter 2006.

Tallet 4,2 viser antallet af svin der blev transporteret ud af
Danmark i ar 2006. Tallet 1,24 viser at den gennemsnitlige vaekstrate
pr. ar i drene 2006-2009 var 0,24 eller 24%. .

ovelse 76 Udviklingen i energiproduktion i et land, i perioden
2005-2010, beskrives ved modellen

E(t) =2.5-1.09

hvor E(t) betegner energiproduktion (mélt i GW) til tiden ¢
(malt i ar efter 2005).

a) Bestem vaekstraten for energiproduktionen.

4.2.1 Forskydning af grafen for en eksponentielfunktion

Grafen for en eksponentielfunktion kan forskydes, pd samme ma
som en linezer funktion. Forskriften for den forskydte graf ser
sdledes ud.

fx)=b-a "+ p
hvor k er grafens forskydning parallelt med 1. aksen og p er grafens
forskydning med grafen parallelt med 2. aksen.

= Eksempel 41 Afkeling af en kop varm cacao i stuetemperatur er
et eksempel pa en eksponentialfunktion der er forskudt parallelt
med 2. aksen.

[=] 3% [n]

[=]

Video med eksempel pé be-
stemmelse af veekstraten for
en eksponentiel funktion.
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I Maple kan Explore kommandoen bruges til at undersoge en
eksponentielfunktion.

Maple
Explore(plot (2% 1.20tF) 4 p x=-10..10, -10..10),
k=-4..4, p=-4..4)

GeoGebra
f(x)=2-12F 4 p
GeoGebra vil selv lave de relevante skydere.

@velse 77 Brug Maples Explore funktion til at undersege paral-
lelforskydninger af funktionen

f(x) =22-0.85"

a) Hvilke veerdier for parameterne gor, at grafen for f gar
gennem punktet (2,9)?

b) Er der nogle punkter, grafen ikke kan gé gennem?

--- Stuetemperatur
—— 55.0.84+20



c) Er det muligt at forskyde grafen, sd den gir gennem
punkterne (0,7) og (10,2)?

d) Er det muligt at forskyde grafen, sa den gar gennem to
vilkarlige punkter?

Den neeste funktion du skal undersege, er noget anderledes fordi
b i eksponentialfunktionen er negativ. Dette er ikke normalt noget
du vil se, men funktionen illustrerer en meget normal situation.

Ovelse 78 P4 grafen ses temperaturen af noget koldt saftevand
der star ved stuetemperatur.

(2)
20 %

151 -

10 | /

)

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
a) Hvad er temperaturen af saftevandet efter 5 min. ved

stuetemperatur?

b) Forklar hvordan grafen er blevet manipuleret fra den
sadvanelige eksponentielle model.

c) Hvordan kan starttemperaturen af saftevandet beregnes?
d) Hvordan kan sluttemperaturen af saftevandet beregnes?

e) Benyt grafen til at se, hvornar vokser temperaturen af
saftevandet hurtigst?

f) Benyt grafen til at se, hvornar vokser temperaturen af
saftevandet langsomst?

— —16-0.95 +20
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Den neeste situation er ogsd meget normal, det kan fx veere
at blande koldt og varmt vand. Men den illustration som er her,
kan ikke veere vand, fordi det blandes meget hurtigere. Teenk pa
hvad der sker nar du &bner for bade det kolde og varme vand i
en vandhane. Hvis det ikke er vand, hvad kan det sa veere? Er der
energibevarelse i eksemplet? Det som gor det lidt mystisk, er at de
har samme veekstrate.

Ovelse 79 Pa grafen ses temperaturen af to legemer af samme
materiale, der er i kontakt med hinanden og derfor laver en
varmeoverforsel.

(2)

"N

20 | RN

10 1 ——

—_— (1)

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

a) Forklar hvordan graferne er blevet manipuleret fra den
seedvanelige eksponentielle model.

b) Hvad er storrelsesforholdet mellem de to legemer?

c) Hvilken af de to legemer aendre temperatur hurtigst i
starten?

d) Kan sluttemperaturen af de to legemer forudsiges?

e) Beregn temperaturen af 200mL vand pa 5° C og 8oomL
vand pé 25° C.
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4.3 Logaritmefunktioner

Definition 20 — Den naturlige logaritme. Den naturlige logaritme
In(x) er den inverse funktion til den eksponentielle funktion e,
hvor e ~ 2.718281828. Dette betyder at

(2) --- Spejlingsakse

ex

/ — ()

e //
A+ i (1)
-8 —6 —4 -2 7 2 4 6 8
/', —2
e _4 1

Saetning 10 — Logaritmeregneregler. For den naturlige logaritme
gelder folgende regneregler for x,y > 0.

= Bevis — Satning 10 a) og b). Ifolge definitionen af den naturlige
logaritme er In(e*) = x.

In(e!) =1 definition 20 for x = 1. Bemeerk at e! = e

In(e®) =0 definition 20 for x = 0. Bemeerk at ¢ = 1

FUNKTIONER
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n Bevis — Seetning 10 ¢).

X =X
X' = (eln(x)>a
Xt = eln(x) a

m Bevis — Seetning 10 d).

In(x-y) = ln(eln(x) 'eln(y))
_ ln(eln(x)+ln(y))

definition 20 x = ™)

potensregnereglen (x7)" = x?

den naturlige logaritme anvendes

definition 20 giver at x = e"(*)

potensregnereglen a? - a7 = aP™1

= (In(x) +In(y)) - In(e) seetning 10 ¢)

~ In(x) + In(y)

= Bevis — Seaetning 10 e).

—_
=}
—~
=
N
|
—_
j=]
—~
=
~—

I

—
2

=
~—

,_.
[}
7N
=

|
—_
j=]
—~
=
~—

—_
=}
N

<

In(y)

+
5
7 N
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—
=}
7N
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—~
=
SN—
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—_
=
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~
|
—_
=]
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<
~—

seetning 10 a)

x ganges med 1 = %

faktorerne ombyttes
seetning 10 d) anvendes

—In(y) leegges til

Definition 21 — Logaritmen med grundtal . Logaritmen med grund-

tal a er den inverse funktion til eksponentialfunktionen f(x) =

a*. Dette betyder at

log, (") = x
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Seetning 11 Funktionen In(x) er proportional med log,(x), med
proportionalitetsfaktor In(a).

In(x) = In(a) -log,(x)

2 £+
[—
//
/ -
% — 1
: : (1)
—1 1 2 3 4 5 6
—2 1
= Bevis
x = a'°% ) definition 21
It
eln(x) — (eln(‘l) ) %) definition 20
en(¥) — eln(a)-log, (x) potensregneregel (x)” = x*?
In(x) =1In(a) -log,(x) den naturlige logaritme anvendes

Da In(x) er proportional med log,(x) vil alle regnereglerne fra
seetning 10 geelde for log, (x) for alle grundtal a.

Logaritmen med grundtal 10 anvendes, ofte fx i definitionen
af koncentrationen af H;O" pH og decibel dB. Denne logaritme
skrives ofte log uden angivelse af grundtal.

Logaritmeregnereglerne skal her bruges til at lose ligninger med
eksponentialfunktioner og potensfunktioner.

— logyy(x)
— In(x)

FUNKTIONER
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Maple : Den naturlige logaritme.
1n(x)

GeoGebra : Den naturlige logaritme.
In(x)

Maple :10-tals logaritmen.
log[10] (x)

GeoGebra : 10-tals logaritmen.
logl0(x)

Maple : Eksponentialfunktionen e*.
exp(x)

GeoGebra : Eksponentialfunktionen e*.

exp(x)

Maple : Tallet e.
exp(1)

GeoGebra : Tallet e.
exp(1)

Det er et problem for livet i havet hvis vandet bliver surt. Det er
fordi havdyr ofte har et skelet indvendigt som fisk eller udvendigt
som muslinger, og dette skelet bestar af calcium og calcium kan
reagere med H;O". Det betyder at havdyrernes skelet bliver oplest
i vandet, hvilket dyrerne ikke kan overleve. I surt vand er der mere
H,0" end i basisk vand. pH veerdien forteller praecist hvor meget
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H3OJr der er i vandet med formlen
pH = —log,o([H;0"])
Eller hvor meengden af H;O" er isoleret.
[H,O1] =107

Det betyder at i vand med en pH-veerdi pa 7.6 er der ti gange sa
meget H,O" som i vand med en pH-veerdi pa 8.6.

» Eksempel 42 For at beregne meengden af H,O" i havvand med en
pH-veerdi pa 8.6, indseettes pH-veerdien i formlen

[H3O+] — 1078.6

Det giver 2.5-107°. .

Grunden til at H;O" males pa en logaritmisk skala, kan ses
pé folgende akser. Pa akserne er pH-veerdien vist i forhold til
indholdet af H;O". Mens den ferste akse der er logaritmisk fint
viser alle pH-veerdierne, er det ikke rigtigt muligt at se forskel pa
pH-veerdierne 3 til 14, pa den anden akse.

413 12 1110 9 8 7 6 5 4 3 2 1

| H3OJr

0% 10712 107 10% 10® 10* 1072
1

4 2 1 1 1 1 1 1 1 1 %HBOJr
0 001 002 003 004 005 0.06 007 0.08 0.09 0.1

Det kunne selvfolgelig ogsé veere lige meget, hvis det ikke var
fordi der er meget stor forskel pd om pH-veerdien er 11 eller 3.

Ovelse 80 Bestem den procentvise forskel mellem havvands ind-
hold af H;O" nar pH-veerdien falder fra 8.3 il 8.1.

4.3.1 Forskydning af logaritmefunktionen

Logaritmefunktionen indholder kun en parameter, der er grundtal-
let. Undersog med kommandoen Explore hvordan sammenhaengen
er mellem grafen for logaritmefunktionen og grundtallet.

FUNKTIONER
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Maple
Explore(plot(log[al(x), x=-8..8, -4..3), a=2..10)

Grafen for logaritmefunktionen, med den naturlige logaritme In
kan ogsa forskydes, hvor forskriften med parameterne k og p.

In(x+k)+p

Maple
Explore(plot(ln(x+k)+p, x=-8..8, -10..10),
k=-3..10, p=-10..10)

ovelse 81 Underspg den parameteriserede logaritme funktion
f(x) =In(x+k)+p

a) Undersgg sammenhaengen mellem parameteren k og funk-
tionens definitionsmaengden.

4.4 Mere om eksponentialfunktionen

Fordoblingskonstanten T, er det antal ar pengene skal sta pa kon-
toen for, at saldoen fordobles eller sagt pa en anden made, hvor
lang tid gar der for saldoen er steget med 100%.

Definition 22 — Fordoblingskonstanten. Fordoblingskonstanten T,
er den konstant der opfylder ligningen

f(x+T)=2-f(x)

hvor f er en eksponentiel funktion.

= Eksempel 43 Hvis du fik 6% i rente pr. ar, hvor mange ar vil der
s g, for saldoen er blevet fordoblet? Det er denne ligning vi skal
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vendelse af fordoblings- og
halveringskonstanten.


https://youtu.be/7ufbcGnBXcE
https://youtu.be/7ufbcGnBXcE

lose 1.06" = 2.

1.06" =2
In(1.06") = In(2) den naturlige logaritme anvendes
n-In(1.06) = In(2) setning 10 c) anvendes
n= 1r1(2) ligningen divideres med In(1.06)
In(1.06)
hvilket er 11.9 &r. n

Dette eksempel kan generaliseres til folgende seetning.

Satning 12 Fordoblingskonstanten, T, for funktionen

f(x)=b-a*

kan bestemmes med formlen

_In(2) O] ==10

In(a)
» Bevis Fordoblingskonstanten T er det antal enheder (ar) som Er T
x-veerdien skal vokse med for at y-veerdien fordobles. Video med bevis for formlen
(2) for fordoblingskonstanten.

2 f(X)fmmmmm e

PO T
=
+
53

Dette kan omskrives til ligningen

fx+T) =2-f(x)

i denne ligning skal T, isoleres. Forst anvendes funktionsudtrykket
for f(x) =0b-a"
b-a*t2 =2.p.4"
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sa isoleres Tp.

b-a*t2 =2.p. 0" ligningen divideres med b
a* a2 =20 ligningen divideres med a*
a2 =2 den naturlige logaritme anvendes

saetning 10 c) anvendes

ligningen divideres med In(a)

Setning 13 Den eksponentielt aftagende udvikling f(x) =b-a*
hvor 0 < a < 1 har halveringskonstanten

= Eksempel 44 Bestem fordoblingskonstanten for eksponentialfunk-

tionen f(x) = 2-1.03". Ved at bruge formlen T, = In(2) fas, at

In(a)
In(2)
T, = ~ 23,4
27 In(1.03)
fordoblingskonstanten er 23.4. .

= Eksempel 45 Bestem halveringskonstanten for eksponentialfunk-

In(l
tionen f(x) =2-0.7*. Ved at bruge formlen T, = n(;) fas, at
2 In(a)
~ In(0.5)
= In(0.7) ~ 19
halveringskonstanten er 1.9. "

Qvelse 82 Bestem fordoblings- eller halveringskonstanten for
funktionen f.

a) f(x) = 34-1.025" b) f(x) =413

108

Video med eksempel pé be-
stemmelse af fordoblingskon-
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https://youtu.be/D7Uy2jp8h3I
https://youtu.be/D7Uy2jp8h3I
https://youtu.be/3G42XvQ5Xxc
https://youtu.be/3G42XvQ5Xxc

¢ f(x)=2-11F d) f(x) =11-32"
e) f(x) =2-1.001% f) f(x)=34-093

g) f(x) =34-0.03" h) f(x) = 0.2 x00721

Ovelse 83 Befolkningen i Nepal var i 1998 22.3mio. I 1999 var
den 22.8 mio. Antag at der er tale om en eksponentiel udvikling.

a) Opstil en model for befolkningsudviklingen i Nepal.
b) Bestem fordoblingstiden for befolkningen i Nepal.
c) Bestem befolkningens sterrelse i 2015.

d) Bestem den relative forskel mellem modellen og det fakti-
ske befolkningstal i 2015, hvor der var 28.4 mio.

Kilde: Globalis

4.5 Andengradspolynomium

Definition 23 Et andengradspolynomium p er en funktion med
forskriften

p(x)=a-x*+b-x+c

hvor a # 0 og a,b og c er reelle tal.

Grafen for et andengradspolynomium kaldes en parabel. Kon- E i-:ﬂ:!.
stanterne 4, b og ¢ i andengradspolynomiet pavirker hvordan gra-

fen ser ud. Er a positiv vender grene op og er a negativ vender a3
grene ned. E E:
(2) - 4>0 Video der forklarer betyd-

ningen af konstanterne for
— a<0 8
grafens forleb for et anden-
gradspolynomium.
AN )
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https://youtu.be/le_W64iCWQM
https://youtu.be/le_W64iCWQM

Jo sterre eller mindre a er, jo hurtigere vokser eller aftager

grafen.
a=1
— a=2
2 —
( ) a=3 Video der forklarer, hvordan
a=-1 grafen for et andengradspoly-
— a=-2 nomium tegnes.
— a=-3

b er heeldning pa grafen i grafens skeeringspunkt med 2. aksen.

(2) — b>0

/ — b<0

(1)

c er grafens skeeringspunkt med 2. aksen.

(2) — ¢>0

/ — <0
\ 1)
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Qvelse 84 Grafen for de tre funktioner f, g og h ses pa figuren.
Argumentér for hvilken graf der passer med hvilken funktion.

Flx)=—x2—4x+4 g(x)=2>—4x+4 h(x)=—-x>+4x+4

(2) — 4

\ (1)

Hyvis grafen for polynomiet skeerer 1.aksen, kaldes disse skee-
ringspunkter for polynomiets redder. Et andengradspolynomium
har inden rodder hvis diskriminanten d = b® — 4ac er negativ, hvis
diskriminanten er 0 har polynomiet en rod.

(2) — d>0

L/ s
\A\ /

Det punkt hvor graferne skifter fra at veere voksende til at veere
aftagende, eller omvendst, kaldes for grafens toppunkt.

FUNKTIONER
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pdder

(1)
\/ Toppunkt

Ovelse 85 Bestem redder og toppunkt for parablen.

()
3 T

2,,

112
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Grafen for andengradspolynomiet kan forskydes parallelt med
1. og 2. aksen. Det gores ved at indseette de to parametre p og s i
forskriften for f(x) = x°.

f (X) = (x + 5)2 +p Video der forklarer forskyd-
ningen af grafen for f(x) =
2
X~.
I Maple kan denne parameterfunktion underseges med kom-

mandoen Explore.

Maple
Explore(plot((x +5s)? +p, x=-8..8, -10..10),
s=-3..10, p=-10..10)

Ovelse 87 Undersog funktionen med forskriften
fx) = (x+5)+p
hvor p og s er parametre.

a) Hvad er sammenhaengen mellem p og s og toppunktet for
parablen?

b) Hvilke veerdier kan p og s have for at grafen gér gennem

punktet (3,3).

ovelse 88 Undersog sammenhaengen mellem p og s og a, b og ¢
i de to forskrifter

fx)=(x+s)?+p

0g
f(x)=x2+bx+c

a) Opskriv en formel til beregning af b og c nér s og p er
kendt.

b) Opskriv en formel til beregning af p og s nér b og c er
kendt.
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Seetning 14 — Redder. Grafen for polynomiet p(x) = ax? + bx + ¢
mulige skeeringspunkter med forsteaksen - polynomiets redder
- kan findes med formlen

—b++d

2= 2a

hvord:b2—4~a-c,nérd200ga7§0.

mBevis Der hvor grafen skeerer 1. aksen er y-veerdien 0. Det betyder,

at for at finde redderne skal ligningen 0 = ax? + bx + c loses. Video bevis for formlen til be-
stemmelse af rodderne i et an-
0 = ax? +bx+c dengradspolynomium.
4a-0=4a-ax*+4a -bx +4a-c ligningen ganges med 44
0= (2ax)* +2-2ax - b + 4ac omskrivninger
—dac = (2ax)* +2-2ax - b+ 4dac + b* — dac  b* — dac legges til
—4ac = (2ax)* +2-2ax - b+ b? b* — 4ac erstattes med d
= (2ax)*+2-2ax-b + b? 1. kvadratsaetning
PP 4+2pq+0” = (p+0q)°
d = (2ax +b)? kvadratroden tages af ligningen
Vd = +(2ax + b) ligningen ganges med — 1
+Vd =2ax+b b treekkes fra
—b+Vd = 2ax ligningen divideres med 2a
—b+Vd
20
For at ligningen har redder skal d > 0 fordi ellers er vVd ikke
definieret. .

= Eksempel 46 Rodderne til et andengradspolynomium
p(x) =x*—2x—3
kan beregnes ved at lose andengradsligningen
0=x>—2x—3
Dette gores ved forst at finde 4, b og c.

a=1 b=-2 ¢c=-3
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Derefter beregnes diskriminanten med formlen d = b* — 4ac.

d=(-22—-4-1-(-3)=4—-4-(-3)=4+12=16

Nu kan lgsningen til ligningen beregnes med formlen x = —b;l;\/t?
2+4 6 _ 3
—(-2)+V16 2+4 | 2 2
2-1 2 )2-14 2
2 3 !
[}
Ovelse 89 Bestem redderne i polynomierne
a) p(x) =x*42x—8 b) p(x) = Ix* +x—4
) p(x) =2x>+2x —24 d) p(x) = 0.5x% —2x 42

= Eksempel 47 — Rodder i et polynomium. Bestem redderne i polyno-
miet
p(x) =2x*> —3x +1

GeoGebra

Forst defineret polynomiet.
p(x)=2x> —3x+1

Sd bestemmes rodderne. Rod(p)

— A =(0.5,0)
— B=(1,0)
Maple

solve(2x2 —3x+1=0)

NI~

Rodderne er 0.5 og 1. .

Viden der gennemgar bereg-
ningen af lgsningen til en an-
dengradsligning.
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Ovelse 90 Bestem rodderne i polynomierne
a) p(x) =x242x—8 b) p(x) = x* +x -4

) p(x) =2x>+2x —24 d) p(x) = 0.5x% —2x +2

Satning 15 — Toppunkt. Toppunktet for grafen for andengradspo-
lynomiet
p(x) = ax® + bx +c

—b —d
2a’ 4a

= Bevis Toppunktet ligger mellem de to redder, derfor kan forste-
koordinaten til toppunktet beregnes som

kan findes med formlen

hvor d = b* — 4ac.

1<—b+\/ﬁ+—b—\/ﬁ> :1<—b+\/ﬁ—b—\/ﬁ>

2 2a 2a 2 2a
_ L (=2 _ b
"2\ 22 )  2a

Dette er 1.koordinaten til toppunktet. For at bestemme 2.koordi-
naten, beregnes p(g—f)

2
p(g—f):a- (251) +b-g+c

2a 2a
b2 b2
Szt T
a-b2  —p? e
442 2a
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Video bevis for toppunkts-
formlen.


https://youtu.be/sfaHYN02NVM
https://youtu.be/sfaHYN02NVM

b2 12
:E‘FZ-‘FC
T 4a 20 2 4a
_b2 —2b%  4dac

w4 T @

_ b?— 2%+ dac

o 4qa

_ —b*+4ac  —(V®—4dac) —d
Y N 4q T 4a

= Eksempel 48 Bestem toppunktet for polynomiet
) Video med eksempel pa be-
p(x ) =x"—4x+3 stemmelse af toppunktet.

Formlen (Ty = ~t/24, T, = ~d/4a) hvor d = b? — 4ac, anvendes.

L), ((4P413) (1612
T, = 21 =20g T, = 11 = 1 =-1
Koordinatseettet til toppunktet er (2, —1). .

Ovelse 91 Bestem toppunktet for polynomierne
a) p(x) =x242x—8 b) p(x) = 1x? +x -4

) p(x) =2x>+2x —24 d) p(x) = 0.5x% —2x +2

= Eksempel 49 — Toppunkt i et andengradspolynomium. Bestem toppunk-
tet i polynomiet
p(x) =2x* —3x +1

GeoGebra

Forst defineret polynomiet.
p(x)=2x2 —3x+1

Sd bestemmes toppunkter.
Ekstremum(p)

— A =(0.75,-0.13)

I Maple indseettes tallene i formlen.
Toppunktet er (0.75, -0.13). .
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Ovelse 92 Bestem toppunkter i polynomierne

a) p(x) =x4+x—8 b) p(x) = 2x* +x -4

) p(x) =2x>+2x —24 d) p(x) = 05x% —x +2

4.6 Den inverse funktion til andengradspolynomiet

Funktionen f(x) = x? har to forskellige funktioner som dens
inverse alt efter hvilket definitionsmeengde, der er geeldende. Den
inverse funktion findes ved at ombytte x og y derfor vil den inverse
funktion veere

x=yey==+Vx

Denne funktion kan som det ses af grafen ikke veere én funktion
men er sammensat af de to funktioner f; ' (x) = v/x og f, '(x) =

—Vx
(2)

\ :
\\ A
3
\ 5l
\ s
Z— (1)

—7—6—544—3—2111’ 1 23 456 7 8 910

’

Dette kan ikke sammenseettes til en enkelt funktion fordi denne
graf, ikke er grafen af en funktion, fordi der til nogle x-veerdier
findes to funktionsveerdier.
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— fly =2

— il =Vx
fr ) = —Vx



Eftersom at grafen for et andengradspolynomium altid har den-
ne form, skal et andengradspolynomium altid begreenses i sin
definitionsmeengde inden den inverse bestemmes. Den inverse til
et andengradspolynomium far veerdimeengden fra andengradspo-
lynomiummet som definitionsmaengden.

u Eksempel 50 Bestem den inverse funktion til f(x) = —x* +3x — 2,
hvis graf gar gennem punktet (—2,6)
isoleres y i ligningen

x=—y*+6y—2
Det giver de to ligninger

y=3—-V7—x
y=3++v7—x

Bemzerk at definitionsmeengden for begge funktioner er veerdi-
mengden for f. Definitionsmaengden for f~! er x < 7 i begge
tilfeelde. Veerdimeengden for 3 + v/7 — x er x > 3, da V7 — x ikke
kan veere negativt. Veerdimeengden for 3 — V7 —x er x < 3 af
samme grund.

Da grafen skal g& gennem punktet (—2,6) ma den sogte inverse
funktion veere

Flx)=34+V7—x

FUNKTIONER
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Ovelse 93 Bestem den inverse funktion med definition- og veer-
dimeengde for funktionen med forskriften

flx) =x® —4x+2

Grafen for den inverse funktion gar gennem punktet (14,6).

Qvelse 94 Bestem den inverse funktion med definition- og veer-
dimeengde for funktionen med forskriften

flx) = —2x2 +3x—1

Grafen for den inverse funktion gar gennem punktet (—1,0).

4.7 Polynomier generelt

Et polynomium er en funktion der bestar af led af typen ax” hvor
n er et helt positivt tal. Det led med det sterste giver navn til
polynomiet. Er n = 4 kaldes polynomiet for et fjerdegradspolyno-
mium. Der hvor grafen for et polynomium skeerer 1. aksen siges
polynomiet at have en rod. Et polynomium kan have lige s mange
redder som graden af polynomiet.

= Eksempel 51 Fjerdegradspolynomiet
p(x) = x* —4x> —27x% +34x 456

Har fire rodder i -4, -1, 2 0og 7.
()

500 /
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Rodderne i et polynomium p bestemmes ved at lose ligningen

p(x) =0.
Den inverse funktion til f(x) = x% er

s —v/=x x<0
Ix 0<x

Den inverse funktion er en stykkevis funktion. Disse funktioner
kan ses pa folgende graf.

4t ]
3 4+ / l,
2

1

R S T S S ,' — (1)
—8—7—6—5—4—3—2—@7 1 2 3 4 5 6 7 8
/// ’

,_: /_2,,
l/’ /V377
e =4 1

Det er ogsa muligt at lave regression til en polynomium, det er

dog vigtigt at veere opmeerksom pd, at man skal teenke sig godt
om. For det forste skal der veere mindst ét datapunkt mere en
graden pa polynomiet. Det betyder at der skal veere mindst tre
datapunkter for at lave regression til en andengradspolynomium.
For det andet kan sterrelsen pa koefficienterne blive sd sma at de
er uden betydning. For det tredje bliver regressionen altid bedre
jo sterre grad polynomiet har, men det betyder ikke at det er en
bedre model. Det er vigtigt at have en faglig begrundelse for valget
af model.

= Eksempel 52 Nogle datapunkter er mal

x| —4|-2| 0 2
y | 158 | 146 | 142 | 145

Det antages at de den bedste model er et andengradspolynomi-
um.
Modellen bestemmen i Maple med kommandoen PolyReg. Efter

--- Spejlingsakse

— flr) =2

FUNKTIONER
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at data er indtastet skal graden af polynomiet skrive, her skrives 2.

Maple
PolyReg([-4, -2, 0, 2], [158, 146, 142, 145], 2)

0.9375x2 — 0.275x + 141.85

GeoGebra
FitPoly({(-4,158),(-2,146),(0,142),(2,145)},2)
— 0.94x% — 0.28x + 141.85

For et andengradspolynomium bliver R? 0.99966 mens det for et
3.gradspolynomium bliver R? 1.00000. Det ses at R? bliver storre,
hvis graden af polynomiet er storre. Men det er ikke i sig selv et
argument for at veelge et polynomium af sterre grad som model.
Der skal faglige argumenter til for at vurdere, hvad den bedste
model er.

GeoGebra

Forst defineres punkterne.
L={(-4,158),(-2,146),(0,142),(2,145)}
Derefter konstrueres regressions funktionen. 2-tallet angiver at der er
tale om et andengradspolynomium.
f(x)=FitPoly(L,?2)

— 0.94x% — 0.28x + 141.85

Derefter beregnes R>.

Rkvadreret (L, f)

— 0.99966

Seet antallet af decimaler til 5
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4.8 Potensfunktion

Definition 24 En potensfunktion er en funktion med regnefor-
skriften

fx)=b-x"

hvor b > 0 og bade a og b er reelle tal.

Grafen for en potensfunktion med regneforskrift f(x) = bx"
kan have tre typer af forleb. Forlebet af grafen aftheenger af a. Hvis
a > 1 er grafen voksende og konveks. For 2 mellem 0 og 1 er grafen
for potensfunktionen voksende og konkav.

(2) Konkav (2) Konveks
/
- //
1 +—= M

For a < 0 er grafen aftagende.
Aftagende
@

|
\

\

(1)
Sammenheengen mellem arealet A og radius r af en cirkel, er et
eksempel pa en potensfunktion

A=rm-r?

Eller sammenhengen mellem volumen V og radius r af en kugle

47
V="
3 r

= Eksempel 53 Figuren viser graferne for funktionerne
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> ] e
/
~
: : : (1)
1 2 3 4 5

f(x) =15-2%° g(x)=2-x" h(x)=05-x"13

A er grafen for g da grafen er konkav og voksende og eksponenten
er storre end 1i funktionen f. B er grafen for f da grafen er konveks
og voksende og eksponenten er mellem 0 og 1. C er grafen for £,

da grafen er konveks og aftagende og eksponenten er mindre end
0. .

@velse 95 Grafen for de tre funktioner f, g og h ses pa figuren.
Argumentér for hvilken graf der passer med hvilken funktion.

flx) =15-213 g(x) =15-x7% h(x) =15-x%7

(1)
Potensfunktionen er en funktion der beskriver sammenhange,
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som fx hvis én billet koster 50 kr. og der salges 400 og prisen pa
biografbilletter stiger med 6%, og antallet af solgte billetter falder
med 20%. Sa vil den nye pris veere 53kr og der vil blive solgt
320 billetter. Inden prisen blev sat op var den samlede indtjening
20000 kr og efter prisstigningen er den samlede indtjening 16 960 kr.

Vides det, at der er tale om en potensfunktion og kendes to
punkter kan regneforskriften findes.

Seetning 16 En potensfunktion med regneforskrift f(x) = b - x“

hvor f(x1) =yj og f(x2) =ya sd er

) ), _w

"= () —In(x) X

. it it Sttt nieataty e S ety %

] R s S N N %

Det vides at f(x1) = y1 og at f(x) = b-x", disse to udtryk
medforer, at y; = f(x1) = b-x{ altsd, y; = b - x{. Tilsvarende vil
det geelde for y, = b - x5. Disse to ligninger divideres.

b-x{
x; _a breken forkortes med b
b X5 Y2
M _n V(Y
/1 len - = (£
X = potensregnereglen e (x)
a
<x1) _an den naturlige logaritme
X2 Y2
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logaritmeregnereglen In(a*) = x - In(a)

a isoleres

_.
7 N
7N
H‘R
N =
~_

=2

N~

|
_
]

512

a-ln<

SIS SIS
S— ~—

=N

SIS
N—

—_
=}

Il
—
=]
e N R

2
I

logaritmeregnereglen In (%) = In(a) — In(b)

._.
=]
~~
R‘:(
~—

~—_ N

= () —In(y2)
In(x1) — In(xy)

Nu kendes a, hvilket bruges til at finde b, fordi
b-x{ =
Og dette medferer, at

Al
b==
xq

= Eksempel 54 Grafen for en potensfunktion gér gennem punkterne
P(4,3) og Q(7,23).

ET-

) Video med eksempel pa be-
regning af forskrift, afheengig
og uafheengig variabel i en po-
tensfunktion.

0)

23 i e e e e A

/ |

]

]

P

5) I

oY PR S |
JL : : :!7 — (1)

Forskriften for funktionen udregnes ved ferst at finde 4,

In(y2) —In(y1)  In(23) —In(3)

"= () —In(y) @) —n@) >
og derefter b: b = Z—% = 43% = 0.0193. Forskriften bliver

f(x) =0.0193 - x>64
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Ovelse 96 Bestem forskriften for en potensfunktion hvis graf gar
gennem punkterne (2,23) og (6,138).

Qvelse 97 I en biograf koster én billet 50 kr og de sealger i gen-
nemsnit 150 billetter til en forstilling. De beslutter at saette prisen
op til 55kr og derefter seelger de 120 billetter til en forstilling.
Det antages at sammenhaengen mellem prisen pa billetten og
antallet af solgte billetter kan beskrives med modellen

fx)=b-x"

hvor x er prisen pa billetterne og f(x) er det gennemsnitlige
antal solgte billetter.

a) Bestem a og b i modellen.

b) Bestem eendringen i den samlede indteegt for biografen.

Seetning 17 For en potensfunktion f(x) = b - x” og for et tal k

geelder, at
f(x-k) = f(x) -k
n Bevis
flx-k)y=b-(x-k)* potensregnereglen (x - y)" = x" - y"
=b-x" k* flx)=b-x"
= flx) -k

Det betyder, at ndr x aendres med en procent py, @endres y = f(x)
0gsa med en procent py,. Fra procentregning vides, at et tal sendres
en en procent ved at gange det med p + 1, hvor p er den procent
tallet onskes eendret med.

= Eksempel 55 Onskes tallet 54 oget med 20 %, beregnes

54-(020+1) = 64.8

FUNKTIONER
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Det betyder at seetning 17 betyder

Seetning 18 For potensfunktionen f(x) = b-x" geelder at en
procenteendring i py i den uatheengige variabel x medferer en
procenteendring p, i den afhaengige variabel y = f(x). Sammen-

hangen mellem p, og p, er E%I_h: E
(1+px)" =py+1 £

,  [Eh

» Eksempel 56 Arealet af en cirkel bestemmes med formlen A = - %,

hvor r er radius p4 cirklen. Nar radius vokser med 30% Video med eksempel pd

beregning af  procent-
procentveekst.

(1+0.30)> —1 = 0.69

vokser arealet med 69%. .

» Eksempel 57 Lad f(x) = 0.3 - x*1. Antag at x eges med 3 %. Hvor
mange procent aendres f(x) = y med?
Seettes py = 0.03 og a = 4.1 ind i formlen fas

py = (1+0.03)* —1 =0.129

y eendres med 12.9 %. .

Qvelse 98 Sammenhaengen mellem alderen og arealet af en mus-
ling kan beskrives med sammenhzngen
A=03-17
hvor A er arealet af muslingen og ¢ er alderen af muslingen.
a) Bestem muslingens areal, nar alderen er 12.
b) Bestem muslingens alder, nér arealet er 0.9.

c) Bestem hvor mange procent arealet oges med, ndr muslin-
gens alder oges med 25%.
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4.9 De trigonometriske funktioner

De trigonometriske funktioner bruges til at modellere periodiske
begivenheder fx svingninger eller lydbelger. For at forsa sin(x)
som en funktion ses pé definitionen af sin(x) ud fra enhedscirklen.

3n sin(x)
4 /) NA .
| 1
| 1
R\ 1
(=l 1
Rl 1
I 1 X
7T L t t 4 t |
ToTo % T 5t e 7m om
4 2 4 4 4 4
—0.5
51 7
4 4 4
6£
4

Ved at forseette hele vejen rundt i cirklen tegnes en hel periode
for sinusfunktionen.

n
2
A .
3 x ' sin(x)
4, 4
05 |
2}
T - : : :
= s T 3
4 2 e
05
5 T
4 4 a
5 _
4

Bueleengden x kaldes for radian. En radian er en anden made at
angive en vinkel pd. Hver radian svare til et gradtal. Fx 7t radian
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svare til 180°. Formlen til omregning mellem grader og radian er

radian = — - grad

180

Sinusfunktionen sin(x) har grafen hvor vinklen er angivet i
grader.

sin(x)

1 +

: x/grader
90 18 270 60 450 54 630 20

-1+

Denne funktion kan parametriseres med parametrerne A, B, C
og D
f(x) =A-sin(B-x+C)+ D

Ovelse 99 Underspg denne funktion og bestem sammenhzengen
mellem grafen og parameterne A, B, C og D.

a) Lav i dit IT-veerktej en sinuskurve med fire parametre
A, B,C og D som du kan manipulerer i et passende interval.

b) Beskriv i ord hvordan A, B, C og D pavirker grafen og
tegn eksempler.
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https://youtu.be/pACuJlRQA3o
https://youtu.be/pACuJlRQA3o

c) Tag flere cirkelrunde genstande fx tallerkner eller et stykke
karton og mal radius. Seet en prik eller marker pa anden
made et punkt pa kanten af tallerkenen. Tril nu tallerkenen
om mal sammenherende veerdier for leengden tallerkenen
har trillet og hejden af punktet over bordet.

hgjde
leengde

Start

Laengdeicm | 0

Heojdenicm | 0

d) Indseet punkterne i et koordinatsystem og bestem veerdier
for A, B,C og D, der gor at grafen pa bedste vis kommer
teet pa punkterne, ved at manipulerer med veerdierne for
A, B,C og D ijeres IT-veerktg;.

f(x)/em

6
4
90 180 270 360 450 540 630 720

x/cm

e) Argumenter for sammenheengen mellem A,B,C og D
og radius. Vis hvordan resultatet af jeres argumentation
passer med jeres data.

f) Hvis en af konstanterne ikke afheenger af radius, hvad
athaenger den sa af?

= Eksempel 58 Los ligningen
3.sin(2x) =2, 0<x<5

I Maple bruges kommandoen intervalsolve fordi der er angivet
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et interval for

Maple
intervalsolve(3*sin(2xx) = 2.0, x = 0 .. 5)

[.3648638281,1.205932499, 3.506456482, 4.347525152]

Ligningen har fire losninger i intervallet o til 5. "

Qvelse 100 Los ligningen
3. sin(mtx) = 3, 0<x<5

Funktionen cosinus kan p4 tilsvarene vis beskrives. Graferne for
sinus og cosinus ses pa figuren.
(2) — sin(x)
— cos(x)

N|
N

-1+

Som det ses kan funktionen cos(x) kan ogséd beskrives som en

forskydning af funktionen sin(x) hvor x er forskud g Derfor er

cos(x) = sin (x + ;)

Den inverse funktion til sin(x) har definitionsmeengden [—1;1],
fordi det var veerdimeengden for sin(x) og veerdimeengden [—7; 7.

Grafen for den inverse sinusfunktion bestemmes igen med en-
hedscirklen. Men denne gang afsaettes x-veerdien fra enhedscirklen
pa grafens 2. akse og og 2. koordinaten til punktet pa cirkelperiferi-
en afsaettes pa grafens 1. akse. Det giver folgende graf.
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— sin"(x)

T
2 /
: -
/
/
: : : : : : : : : — (1)
-1 —0.8 —0.6 —0. : 02 04 06 08 1
_— T
o 4
/ L
2

Funktionen tangens kan beskrives som

fan(x) = sin(x)
cos(x)
Den har grafen
()
54 — tan(x)
1
: : (1)
T T 3t m 5w w7 T
2 2 2 2
-1 1
-2 1
Bemeerk at funktionen ikke er defineret for x = (2n+1) - g,
hvor n er et helt tal.
FUNKTIONER

133



4.10 Funktionskompositioner

Funktioner kan kombineres pa flere forskellige mader som det i
dette afsnit skal ses pa. Formalet med at kombinere funktioner
er, at fi nogle nye funktioner, der kan beskrive sammenhange
der ikke er mulige med de funktioner der hidtil er beskrevet. Det
geelder fx funktionen

5000
f&) = T 7000 01w

Der beskriver antallet af individer i en population af truede dyr,
efter at dyrerne er beskyttet af en international aftale om ikke at
fange dyret.

Antal individer

4000 | /

I

2000 | /

S

——”/: : : :
20 40 60 80 100

x/ar

4.10.1 Regning med funktioner

Det er muligt at lave nye funktioner ved at laeegge funktioner sam-
men, eller gange dem med hinanden, eller treekke dem fra eller
dividere dem med hinanden.

» Eksempel 59 To funktioner f og g er givet ved

2x+3

~

—
=

SN—
I

Ved at bruge de fire regnearder kan der laves nye funktioner.
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Ved division mellem funktioner skal der veeres opmeerksom pa
muligheden af at dividere med nul. I dette tilfeelde skal defini-
tionsmeengden indskringes til R \ {0}, altsd alle tal undtagen nul.

ovelse 101 To funktioner f og g er givet ved

f(x) =4x—12
g(x) =x*-9
a) Bestem forskriften for de to funktioner g(x) og %(x)

b) Tegn grafen for to funktioner é(x) og %(x)

c) Bestem definitionsmeengderne for de to funktioner g(x)
og f%(x).

d) Bestem forskriften for grafen for %(x)

e) Los ligningen f(x) + g(x) = 0.

Det kan give nogle nye typer af funktioner at kombinere funk-
tioner, men det er ikke sikkert at det sker. Det kan godt give
funktioner, der allerede er kendt eller kan opnds ved ar forskyde
kendte funktioner.

4.10.2 Stykkevise og sammensatte funktioner

De kendte funktioner som lineaere, eksponentielle, potens, polyno-
mier og trigonometriske kan sammensaettes og stykkes sammen til
nye funktioner.

FUNKTIONER
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= Eksempel 60 — Sammensatte funktioner. To funktioner f og g er givet
ved

flx) =2-09"
g(x)=5-x+4

Kan sammensaettes til funktionerne f(g(x)) og g(f(x)). Det giver
to nye funktioner.

flg(x)) =209+
g(f(x) =5-(2-0.9%) +4

Her ses grafen for alle fire funktioner

f

(2) g
50 1 e f
f

—50 +

Pa graferne kan det ses at det godt kan give grafer der blot er
forskydninger af de allerede kendte funktioner. .

@velse 102 Givet to funktioner f og g.

f(x) =3x+1
g(x) = »*

Vis at g(f(x)) er et andengradspolynomium.
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@velse 103 Givet to funktioner f og g.

Los ligningen g(f(x)) = f(g(x))

» Eksempel 61 Funktionen sin(x?) er et eksempel p& en sammensat
funktion. Den er sammensat af de to funktioner f(x) = sin(x) og
g(x) = x2. Den er s& funktionen f(g(x)).

(2)

— in(s2
(\/\ /\ | /\ /\ /\A h
: : : : (1)
THiatAN, RN
— —1 4 v
Pa grafen ses, at denne graf ikke kan fremkomme som forskyd-
ningen af en af de allerede kendte grafer. .
Ovelse 104 Undersog hvilken veerdi parameterne a, b, ¢ og d kan
have for at
a-sin(b-x+c)+d = (sin(x))?
= Eksempel 62 — Stykkevise funktioner. En funktion der er bestemt
af flere funktionsforskrifter med hvert deres interval kaldes en
stykkevis funktion.
3x—1 x<4
fo =37,
X 4 < x
FUNKTIONER
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Pa grafen markeres endepunktet for intervallerne med en e hvis
endepunktet er indeholdt i intervallet. .

I Maple kan stykkevise funktioner defineres med kommando-
en piecewise, bemeerk at indervallet kommer forst og forskriften

bagefter.
Maple
f(x) := piecewise(x < 4, 3xx-1, 4 <= X, xz)
3x—1 x<4
FeE=a=>
x2 4<x

For at tegne grafen for en stykkevis funktion, skal kommando-
en plot indeholde discont for, at gere Maple opmerksom pa, at
funktionen ikke er sammenhangende.

Maple
plot(f(x), x=-5..5, discont)

@velse 105 En stykkevis funktion er givet

—x*+a x<?2

flx) =
3x—2 2<x

Bestem veerdien af a s& grafen for f er sammenheengende.
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https://youtu.be/_znI8fAP2eA
https://youtu.be/_znI8fAP2eA

b}

Differentialregning

Ideen med differentialregning er at se pa uendeligt sma forskelle® i
x-veerdien. I det folgende ses pa et eksempel hvor hastigheden og
tiden er malt for 12 sekunderes korsel i en bil. Bilen kerer mellem

to
er

lyssignaler. Hastigheden er omregnet fra km/t til m/s. 40 km/t
cirka 11 m/s. Differentialregning kan bruges til at besvare en

reekke sporgsmal om kerslen.

Hvad er bilens acceleration pa et bestemt tidspunkt?

Hvad ville hastigheden veere hvis accelerationen, pa et bestemt
tidspunkt, fortsatte?

Hvornar har bilen lokal maksimal og minimal hastighed?
Hvad er den maksimale og minimale hastighed?

I hvilket tidsrum er bilens acceleration positiv og i hvilket tids-
rum er bilens acceleration negativ?

Hvor langt er bilen kert?

! differenser og heraf navnet
differentialregning.



Bilens acceleration der i differentialregning generaliseres til
vaeksthastigheden, der kan beregnes for et interval med formlen

A
A—Z bliver i differentialregning beregnet i et enkelt punkt og her

d
anvendes formlen —y.
dx
hastighed/ m/s
14 T
12 T
/ Ay N
0] /| \

81 / Ax \
o/ \
o/ A
2 f
/: - - - - - - - - - - tid/s

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Veaeksthastigheden, der i dette tilfzelde er accelerationen, ved 3 s
er 2.6m/s®. Dette beregnes ved at bestemme heeldningen af den
rode rette linje, der kaldes tangenten, og tangenten er tegnet i punk-
tet hvor x = 3. Heeldningen af tangenten kan bestemmes ved at
afleese to punkter pa tangenten og ikke pa grafen for hastigheden.

For at bestemme bilens hastighed, hvis accelerationen er kon-
stant, skal ligningen for tangenten bestemmes. Ligningen for tan-
genten er ligningen for en ret linje y = ax + b, hvor a er heeldningen
af tangenten og b kan beregnes ved at bruge punktet pa grafen,
som tangenten er tangent i. I dette tilfzelde er punktet ved 10s og
her er hastigheden 11m/s, dette kan ogsa skrives (10,11).

hastighed/ m/s

14 1
12 | S e pe S

/ N
10 | /

\\
o/ AN
o/ AN
d/ A\

tid/s

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ligningen for tangenten ved 10s er y = —2.21x + 33.2. Havde bi-
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len forsat med konstant acceleration ved 10s, ville bilens hastighed
ved 12 s have veeret

—221m/s?-12s+33.2m/s = 6.68m/s

og ikke lidt under 5m/s, som den faktisk var.

Bilens lokale maksimale og minimale hastighed, der i differen-
tialregning generaliseres til lokale ekstrema, kan bestemmes som
de tidspunkter hvor accelerationen er 0. Det er de tidspunkter,
hvor heldningen af tangenten er 0, hvilket betyder at tangenten er
parallel med 1. aksen.

hastighed/ m/s
14 7

————
~ __._2—0——\

127 / N
10
ol / N\
6 1
o/ N
2 1
/ : : : : : : : : : ‘ : tid/s

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

De lokale ekstrema er ved 4.57,6.72 og 8.37 sekunder.
I nogle tidsintervaller har bilen en positiv acceleration og i

nogle tidsintervaller har bilen en negativ acceleration, i differen-
tialregning generaliseres dette til funktionens monotoniforhold.
Det betyder en bestemmelse af, for hvilke x-veerdier funktionen er
voksende, og for hvilke x-veerdier funktionen er aftagende.
hastighed/ m/s

144
_— e e

12| —— —a NS

10 | / N\

8,,
6,,
)/ N
2,,

: : : : : : : : : : : tid/s
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Funktionen er voksende nér x er i intervallerne [0,4.56] og

DIFFERENTIALREGNING
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[6.72,8.37] og aftagende nér x er i intervallerne [4.56,6.72] og
8.37,12)].

Det hele handler om at bestemme heeldningen af tangenten til
grafen i et punkt.

- Heeldningen af tangenten er veeksthastigheden i punktet,

- heeldningen af tangenten kan sammen med punktet bruges til
at bestemme ligningen for tangenten,

- hvis heeldningen af tangenten er 0, har funktionen et lokalt
ekstrema,

- hvis heldningen af tangenten er positiv er funktionen voksende,
og hvis den er negativ er funktionen aftagende.

Det centrale er at bestemme heeldningen af tangenten.

= Eksempel 63 Bestem heldningen af tangenten i punktet (—5,1)

grafisk.
(2)
/ /
/ £l /
/0] /
VSN /
VAR /
::::::/::E:J‘::::::::/::::(1)
—1—}19—9—8—7%5—4—:3—2:‘1 \\1\ 234567 % 9101112
[ _E \ /
/| Ax a0\ /
/| 2N/
/ | _E | S
/o

Ved forst at tegne tangenten i punktet (—5,1) og derefter at
afleese de to punkter (—7, —3) og (—3,5) er det muligt at bestemme
heeldningen af tangenten.

Ay 5—(=3) 8

= :—:2
Ax ~ —3—(=7) 4
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Video med eksempel pa gra-
fisk bestemmelse af haeldning
af tangent.


https://youtu.be/Woi2EOq2G5k
https://youtu.be/Woi2EOq2G5k

@velse 106 Bestem healdningen af tangenten i punktet (7, —4).

()

A

~——

/N /
/ /
— EEEENENrIan (1)
—9—8—7—/@54—3—2 T J\ 234567 % 91011
/ I AN /
/ [ N\ /
/ [ N/
/ L N

= Eksempel 64 Bestem ligningen af tangenten i punktet (1, —1).

)

\ g A

|

=

\

/

/ (1)

-5 -4-3-2 |

N

\

\

N 23525675 910
\ /

Forst tegnes tangenten i punktet (1, —1). Herefter afleeses et
punkt (—1,3). Heeldningen a pa tangenten bliver s&

-1-3 -4
1-(-1) 2

-2

Ved at indseette punktet (1, —1) i tangentens ligning y = ax + b
sammen med heeldningen f3s, at

—-1=-2-1+0b
—1=-24+0b
—142=0D
1=10
Tangentens ligningen er y = —2x + 1.

a=-2y=-1Lx=1
reducering

2 leegges til ligningen

DIFFERENTIALREGNING

Opgaver med grafisk bestem-
melse af tangentens heeld-
ning.
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http://matx.dk/opgaver/diff_kvotientgraf.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_kvotientgraf.pdf

@velse 107 Bestem ligningen for tangenten i punktet (3,0).

»—\M

)

N

/
/

/

—7-6-5—-4-3-2_|

= W N -

1734567 8 91011

(1)

» Eksempel 65 Bestem lokale ekstrema for funktionen

(2)

/Nwﬂk

L1
1o
__3 1
—4
__5 1
—6 |

——\\1\234567

N\
AN

N\,

AN

N

/

-

S~

Pa grafen ses at ved x = —3 har funktionen et lokalt maksimum

og ved x = 5 har funktionen et lokalt minimum.

Ovelse 108 Bestem lokale ekstrema for funktionen hvis graf ses

pa figuren.

2)

4,,

® 5

\ 2 |
: \X : :2 ‘ /_2 . (1)

B s < S N

\‘ // 3}

N~ A

5|

-6
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= Eksempel 66 Bestem monotoniforhold for funktionen.

A2 e
\‘\/// 34
44
51
—6 1

Fra —6 til —3 er funktionen aftagende og fra —3 til 2 er funktionen
voksende og fra 2 til 4 er funktionen aftagende. ]

Ovelse 109 Bestem monotoniforhold for funktionen. )
Video med eksempel pa gra-

(2) fisk bestemmelse af monoto-
niforhold.
)

/
AT T~ /

/’ ~—

>_\|\>\mu=mm\1

Opgaver hvor monotonifor-
(1) hold skal bestemmes grafisk.

1234567 8 910

_& I //
X 61514412 |

N =
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https://youtu.be/ac0aGDgmHZY
https://youtu.be/ac0aGDgmHZY
http://matx.dk/opgaver/diff_monotonigraf.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_monotonigraf.pdf

@velse 110 Grafen for funktionen f ses pa figuren.

flx) = %x2—3x+1

9,,

\ /
NI /
N /

\ 2 /
\3 | /
\ /
: : ! \\ : : : // : — (1)
2 -+ N\ 2 3 4 576 7 8
B N S
—4 1

a) Bestem heeldningen for tangenten i punkterne —1, 0, 1, 2,

4, 6 og 8. Brug evt. bilaget.

X -1]0(1]|2

tangent heeldning

b) Indseet heeldningen for tangenten som y-veerdien sam-

men med den tilsvarende x-veerdi som punkter i sammen

koordinatsystem som grafen for f.

c) Bestem en forskrift for den rette linje der gd gennem

punkterne.

d) Brug forskriften for den rette linje til at bestemme heeld-

ningen af tangenten i punkterne 3, 5 og 7.
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tangent heeldning
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5.1 Graenseveerdi

En greenseveerdi er en veerdi, som en funktion nermer sig nar
funktionsveerdien neermer sig en given veerdi.

En funktion f har greenseverdien a i punktet xp, hvis man kan
opnd funktionsveerdier vilkarligt teet ved a ved at veelge x -vaerdier
tilstreekkeligt teet ved xo. Hvis denne greenseveerdi eksisterer, skri-
ver vi, xh_}ralo flx)=a

= Eksempel 67 Se pa funktionen f(x) = 10/x.
Se pa greenseveerdien for denne funktion for x gdende mod 2.
Forst den simple afprovning.

X 1.8 1.9 2 2.1 2.2
f(x) | =556 | 526 |? | ~476 | =455

Ved at se pa grafen giver det en god idé om at graenseveerdien
er 5.

)
20 1

15 | \
10 | \

5| \

1 2 3 4 5 6

\

\\\

(1)

Med denne funktion er et ogsd muligt at udregne funktionsveer-
dien f(2), og denne veerdi er 5.

Konklusionen er derfor at funktionsveerdien neermer sig veerdien
5 ndr x neermer sig 2. Dette kan skrives

lim f(x) =5

x—2

Nogle gange skrives det ogsé f(x) — 5 for x — 2
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. . x2—2x—8
= Eksempel 68 Se pd funktionen f(x) = ——i Greenseveer-

dien i x = 4 kan ikke udregnes fordi neevnerne her har veerdien
0.
Forst den simple afprovning.

x 3.90 3.99 4 4.01 4.10
f(x) | =59 | =59 | ? | =601 | =6.10

Derefter ses pa grafen.

(2)

10 | —

: / : : : : — (1)
42 2 4 6 8 10
Selvom det ikke er muligt at udregne funktionsveerdien f(4), er
konklusionen at greenseverdien er 6.

lim f(x) = 6

Funktionens definitionsmeengde er alle reelle tal undtagen 4,
dette skrives R \ {4} .

= Eksempel 69 Se pa funktionen f(x) = v/x — 3. Da kvadratroden
af et negativt tal ikke er defineret, er denne funktion kun defineret
for reelle tal som ger at uligheden x —3 > 0 er opfyldt, dvs. x
skal veege lig med eller storre end 3, dette skrives x € [3, co][. For
at bestemme greenseveerdien for x gdende mod 3, laves forst en
simple afprovning.

x 29029 |3 30 | 310
fx) | = | = [?2|=~01]~032

Derefter ses pa grafen.
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/
/ : : — (1)

1 2 3 4 5 6

Fordi det ikke er muligt at beregne hvad funktionsveerdien er
ndr x er mindre end 3 betyder det, at funktionen ikke har en
greenseveerdi for x gdende mod 3, sa lin}) V' x — 3 eksistere ikke. =

X—

ovelse 111 Udregn greenseveaerdien eller forklar hvorfor den ikke
eksisterer i felgende tilfelde.

a) imx+2 b) lim x? +1

x—3 x—2
-1 2

o) lim = o) g

x—1 2 x—0 /x4 +1
x2—4 |

lim —— f) i

e) x$x4—16 )xl—>n}x3—1

Man kan »regne« med graenseveardier, det betyder at hvis funk-
tionerne f og ¢ har greenseveerdierne a og b i punktet x.

A ) =a
i, s =b

lim (f+¢)(x) = lim f(x)+ lim g(x) =a+b

X—Xo X=X X— X0

Det samme gelder for subtraktion, multiplikation og division
séleenge at der ikke divideres med 0. Det geelder ogsa at

lim k- f(x) =k-a

X— X

hvor k er en konstant.
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5.2 Kontinuitet

Definition 25 — Kontinuitet. En funktion f kaldes kontinuert i punk-
tet xg, hvis dens greenseveerdi i punktet xy er lig med dens
funktionsveerdi i x, dvs.

lim f(x) = f(xo)

X—X0

En funktion, der er kontinuert i alle punkter af sin definitions-
meaengde kaldes kontinuert. Hvis graenseveerdien ikke eksisterer
eller hvis greenseveerdien er forskellig fra f(x(), sa siger man at
f(x) er diskontinuert i xg.

Bemzerk at det kun er hvis punkterne, som giver anledning til
at grafen ikke er sammenhangende, ligger i definitionsmaengden,
at funktionen ikke er kontinuert.

Som eksempel pa en kontinuert funktion, som har "hul’ i grafen
X% +6x —27

2
x> =9
Som man kan se pa grafen, er der et "hul’ i grafen, men da

kan man se pé funktionen f(x) =

"hullet’ er i 3 som ikke ligger i funktionens definitionsmeengde er
funktionen kontinuert.

()

\\
2 ————

: : : : : : — (1)
-2 -1 1 2 3 4 5

Nu kommer et eksempel pa en ikke kontinuert funktion.

2x% —2x —1 x <2
flx) =
x+2 2<x

Grafen for funktionen er ikke sammenhaengende, men funktio-

T f=

_ x2 4 6x—27
x2 -9
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nen er defineret for alle x.

2) _ {2x2 —2x—1

61 / flx) =

x+2

Funktionen er defineret for alle veerdier af x, men funktionen
er diskontinuert i punktet x = 2. I tabellen herunder ses at funk-
tionsveerdien i x = 2 er 3. Greenseveerdien fra venstre er ganske
vist ogsd 3, men graenseverdien fra hgjre er 4. Derfor er greense-
veerdien ikke defineret og funktionsveerdien er derfor ikke lig med
greenseveerdien og funktioner er derfor ikke kontinuert.

X 1.99 1.999 212001 | 2.01
f(x) | 29402 | 2.994002 | 3 | 4.001 | 4.01

Hyvis to funktioner er kontinuerte vil deres sum, differens, pro-
dukt, kvotient eller sammenseetning ogsa veere kontinuert, med
passende indskreenkning i deres definitionsmeengder.

Ovelse 112 Afgor om funktionerne er kontinuerte i x = 2.

2% —2x—1 x<2

a) f(x) =
x+1 2<x
2% —2x—1 x<2
b) f(x) = )
—x“+9%%—-11 2<x
2x% —2x +1 x <2
o f(x)=

—x24+10x—11 2<x
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5.3 Differentialkvotienten

Definition 26 — Differentiabel. Funktionen f siges at veere differen-
tiabel i punktet xg, hvis differenskvotienten

Ay _ fxo+h) — f(xo)

= Video med introduktion til

h h differentialregning.
har en greenseveerdi for h — 0.
P& grafen for f aflaeses to punter - et ved xy og et ved xp +
h, disse to punkter bruges til at bestemme heeldningen af den
rette linje der gar gennem disse to punkter. Den rette linje kaldes
sekanten.
Ay _ flrot+h) = f(x0) _ flro+h) = f(x0)
Ax X0+ h—xg h
(2) — f(¥)
T / Sekant
f (~o+\/1)- -------------------------
flxo) pr=">=gz-----= . :
{ : . 1
X0 xXo+h @
Og ndr h gar imod 0 vil sekanten g& imod tangenten til f(x) i
punktet (xo, f(x0)), uanset om h gar imod 0 fra den positive side
eller negative side.
— f®)
() Sekant hvor & er positiv

Sekant hvor & er negativ

—— Tangent i xg
f(xo + h) 8

flxo) |
f(xo+h)
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https://youtu.be/l60HVxNDKC8
https://youtu.be/l60HVxNDKC8

P& denne méde kan man finde tangenter til alle punkter pa alle
funktioner, hvor det kan lade sig gere. For nogle funktioner er
der punkter, hvor der ikke findes en tangent, fx findes der ikke
tangenter til punkterne (2,3) og (—2,3) pé grafen for funktionen
f(x) = |x* — 4| +3.

2)

60 | //
40 |

— fl) = —4/+3

: : : : — (1)
—4 -2 2 4 6 8
Der findes ingen tangent i et punkt pa grafen, hvor funktionen
ikke er kontinuert eller ikke er defineret.
Definition 27 Greensevaerdien kaldes differentialkvotienten i x
og skrives f'(xg), dvs.

f(x0) = Plgr(l)% :}lig})f(XO‘Fh})l—f(xo)

f'(xp) angiver tangentens heeldningskoefficient i punktet (xo, f(x0))-
Hvis f er differentiabel i ethvert punkt af sin definitionsmeeng-
de, kaldes f differentiabel. Hvis funktionen f er differentiabel

kaldes f'(x) for den afledte funktion. E'I —.E
Nar en funktion skal differentieres anvendes en metode med tre "
trin (tre-trins-metoden).
» Eksempel 70 Funktionen f(x) = 6x° skal differentieres. Forst ud- E .
regnes f(xo + h) _ f(xo) hvor f(xO + h) — 6(x0 + h)3 og f(x()) — Video der forklarer tre-trins-
6x3 metoden.
O.

6(xo 4+ h)® — 6x5 = 6(x3 + 3x3h + 3xh® + 1) — 6x3
= 6x3 + 18x3h + 18xph* + 61> — 63
= 18x3h + 18xph? + 613
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https://youtu.be/BmE29bwD3HE
https://youtu.be/BmE29bwD3HE

Derefter divideres med h.

18x3h + 18xph* 4 6h°
h

Til sidst udregnes graenseveerdien for /1 gaende mod 0.

= 18x3 + 18xph + 6h?

lim 18x% + 18xoh + 6h* = 18x3
h—0

Konklusionen er at f'(x) = 18x2. .

» Eksempel 71 Funktionen f(x) = 2x* + 3 skal differentieres. Forst
udregnes f(xo + h) — f(xo) hvor f(xo+h) = 2(xo +h)* 43 og
f(xo) = 2x3 +3.
2(xg +h)? +3— (2x3 +3) = 2(x3 +2xoh + h?) +3 —2x3 — 3
= 2x3 + 4xoh +2h* +3 —2x% — 3
= 4xoh + 2h?

Derefter divideres med h.

4xoh + 2h?

7 =4xy+2h

Til sidst udregnes greenseveerdien for h gdende mod 0.

lim 4xg + 2h = 4xg
h—0

Konklusionen er at f'(x) = 4x. .
» Eksempel 72 Funktionen f(x) = x* + x skal differentieres. Forst
udregnes f(xo +h) — f(xo) hvor f(xg +h) = (xo +h)* + (x0 + h)
og f(XO) = X(Z) + Xp.
(x0 + )2+ (x0 + h) — (x5 4+ x0) = (x¥% + 2xoh + 1) + (xo + h) — x5 — xg
:x%+2x0h+h2+xo+h—x%—x0
= 2xph + W% + x0 + h — xg
= 2xph + W +h

Derefter divideres med h.

2xgh +h? +h

i =2x0+h+1
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Til sidst udregnes graenseverdien for i gaende mod 0.

lim2xg+h+1=2x+1
h—0
Konklusionen er at f'(x) = 2x + 1. .
gvelse 113 Differentier funktionerne med tre-trins-metoden.

a) f(x) = b) f(x) = 5x
c) f(x)=3x—-2 d) f(x) = —4x? —x

Seetning 19 Funktionen f(x) = k, hvor k € R er differentiabel
og f'(x) =0

m Bevis Definition 26 bruges pa f(x) = k.

k—k 0
! =lim —— =lim—-=1m0=0
f(x0) ook Py

Pa grafen ses det at haeldningen er 0 for alle x, hvilket stemmer
med satningen.

()

(1)

Satning 20 Funktionen f(x) = x er differentiabel og f'(x) = 1.

» Bevis Definition 26 bruges pa f(x) = x.

h
=lim-=1lml=1
h hlg(l)h hlg})
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Pa grafen ses det at haeldningen er 1 for alle x, hvilket stemmer
med satningen.

()

1
Seetning 21 Funktionen f(x) = = hvor x # 0 er differentiabel
1
0g f/(x) = — .

m Bevis Definition 26 anvendes pa f(x) = p

Video med bevis for differen-
tialkvotienten af %
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https://youtu.be/wqXH3_DIqmU
https://youtu.be/wqXH3_DIqmU

lim X0 %0 feelles neevner ved forleengelse
h—0 h
med xp og xo +h
XQ o xo+h
= %h% x0-(xo+h) ” x0-(xo+h) brokerne samles
—
xo—(xo+h)
= }llir% W minus parentes ganges ud
—
Xo—Xo—h
— }lgr(l) W Xg—x9=0
=
= lim 207" divideres med h
h—0 h
-1
=lim >—— greenseverdien udregnes
h—=0 x5+ X0 - h
_ 1
X
L]
_ 1
2) =5
4| — f=-3
3 \ —— Tangentix = 0.5
|\
O\
i M)
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BE's
A
S
VIR
T \

Pa grafen ses, at heeldningen af tangenten til f i punktet x = 0.5
er —4 og det svarer til veerdien af f' i x = 0.5.
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Seetning 22 Funktionen f(x) = v/x, hvor x > 0 er differentiabel

og f'(x) = 2\[

a Bevis Definition 26 anvendes pa f(x) = v/x

\/X()T \/» Yldeo n}ed bevis for differen-

lim tialkvotienten af /x.
h—0
V — X v h+/
= lim (Vo 7 %) - (Vo + 71+ /%) Breoken forleenges med
h—0 (\/XQ—"- + ,/XQ)
Vxg+h++/xg
2 2
/ = (Jx0

= lim (Vo +1)” — (V%) Teelleren ganges ud.

o0 h (Vo H i+ /o)

~im X0+ h—xg
=0 h (v/xo +h + /x0)
h
= lim Da xg — xg = 0.
=0 (v/xo + B + /o) 00
= }1113(1) \/xonlH—\/% Breken forkortes med h.
1 .
BN Greenseveerdien udregnes.
Da f er differentiabel i ethvert punkt af sin definitionsmeengde
er den afledede funktion f'(x) = 2\1/E som ensket. .
(2) — flx) = f
31 - — f)= [
// —— Tangent e
=
21 //
1] "
)

0.25 | —

‘ ‘ ‘ ‘ : : : : : (1)
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pa grafen ses, at haeldningen af tangenten til f i punktet x = 4
er 0.25 og det svarer til veerdien af f' i x = 4.
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https://youtu.be/chtgG-wvJyM
https://youtu.be/chtgG-wvJyM

For at gore det lettere at bestemme afledede funktioner, vises
nogle regneregler for differentialkvotienter.

Satning 23 Hvis funktionerne f og g er differentiable i x, er
deres sum - og differensfunktioner ogsa differentiable i xy og
differentialkvotienten er hhv. summen og differensen af diffe-
rentialkvotienterne for f og g.

(f £8) (x0) = f'(x0) £ &' (x0)

n Bevis

(f +8)" (x0)

definition 26 anvendes

— i ST 8) (o +h) = (f +8) (x0)
h—0 h

definitionen af additionsfunktionen (f + g)(x) = f(x) + g(x)

i S (o) +g(xo + 1) — (f(x0) +8(x0))
h—0 h

parentesen i teelleren opheeves

i/ o+ 1) + g(xo + 1) — f(x0) — 8(x0)
h—0 h

breken opdeles i to
—im (fO0 ) = flx) | g(xo+h) — g(x0)
h—0 h h
regneregler for greenseveerdier

i f G0t = f(x0) 8o+ 1) — g(x0)
h—=0 h h—0 h

Da f og g er differentiable funktioner, kan definition 26 anvendes
= f'(x0) + &' (x0)
n

» Eksempel 73 Differentier funktionen f(x) = x + /x + 4. Ved at
bruge det netop viste, kan dette udregnes mere enkelt end ved
brug af tre-trins-metoden.

Seetning 23 betyder at funktionen kan differentieres ved at dif-
ferentiere de tre led hver for sig. 4 er en konstant, og her giver
setning 19 at 4 differentieret giver 0. Seetning 20 giver at x diffe-
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Video med bevis for differen-
tialkvotienten af (f + g)(x)


https://youtu.be/QmAjdsifbkc
https://youtu.be/QmAjdsifbkc

1
rentieret er 1 og seetning 22 giver at \/x er TV Samlet betyder
VLS
det, at
1
") =1+ ——=+0
Fo) =14 5t

Satning 24 Hvis funktionerne f er differentiabel i xy og k er en
konstant, er deres produkt ogsa differentiabelt i xy og differen-
tialkvotienten er produktet af konstanten og differentialkvotien-
-

ten for f. E | E
(k- f(x0))" = k- f'(x0) L

n Bevis

el Video med bevis for differen-
(k- f(x0)) definition 26 anvendes tialkvotienten af k - £(x).
k- f(xo+h) —k- f(xo0)

= lim k seettes udenfor parentes
h—0 h

= lim k- (f(xo+1) = f(xo)) brokregnereglen a-b =a- b
h—0 h c c

= limk- flxoth) = f(xo) regneregel for graenseveerdi
h—0 h

=k-lim flxoth) = f(xo) da f er differentiabel

h—0 h
=k f'(xo)

= Eksempel 74 Differentier funktionen f(x) = 3x+2- % Ved at
bruge det netop viste, kan dette udregnes mere enkelt end ved
brug af tre-trins-metoden.

Seetning 23 betyder at funktionen kan differentieres ved at diffe-
rentiere de to led hver for sig. Seetning 24 og saetning 20 giver at

3x differentieret bliver 3 - 1. Seetning 24 og seetning 21 giver at 2 - p

bliver 2 - (_xlz) . Samlet bliver det

1

flx)=3-1-2-
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https://youtu.be/8datsWCNFDA
https://youtu.be/8datsWCNFDA

Ovelse 114 Differentier funktionerne.

) f(x) = vE 452 b) f(x) =2 V3
9 flx) =2 —6vx d) flx) =2+ —5

Saetning 25 Funktionen

flx) ="
er differentiabel og differentialkvotienten er

f(x) =n-x"1

s Eksempel 75 Differentier polynomiet f(x) = 2x* 4 4x>. Ved at
bruge ovenstdende seetning, kan dette udregnes mere enkelt end

ved brug af tre-trins-metoden.

Hvert led differentieres for sig, og nér en konstant ganges med
en funktion, skal kun funktionen differentieres. Det betyder at
2x* differentieret bliver til 2 - 4 - x* 1 hvilket kan reduceres til 8x°.

Tilsvarende bliver 4x> til 12x2. Samlet bliver det

f(x) = 8x% + 1242

ovelse 115 Differentier funktionerne.
a) f(x) =3x*—2x242 b) f(x) =2x*> —4x+1
) f(x)=5x>+3x2-2 d) f(x) = 3x2 —5x°

e) f(x) =x"1+x ) f(x)=2x" +6x'

Endnu et par regler skal naevnes.

X

Satning 26 Funktionen f(x) = e* er differentiabel og f'(x) = .

e* er den eneste funktion der giver sig selv nar den differentie-

res.
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Video med forklaring af diffe-
rentialkvotienten af et polyno-
mium.

Opgaver hvor differentialkvo-
tienten for et polynomium
skal beregnes.


https://youtu.be/N6V4bKHoo88
https://youtu.be/N6V4bKHoo88
http://matx.dk/opgaver/diff_polynomium.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_polynomium.pdf

Setning 27 Funktionen f(x) = In(x) er differentiabel for x > 0

og f'(x) = =

X

ovelse 116 Differentier funktionerne.

a) f(x) = e* +3x b) £(x) = 42 +  +3¢"
¢) f(x) =5e* —5x2 d) f(x) = —2* +x7%°
3 ) = % +In(x) f f(x) =32 —3In(x)
g) f(x) =3sin(x) +4x h) f(x) = cos(x) + x*

I Maple og GeoGebra kan en funktion differentieres ved at bruge

Maple
f(x):=3x2
' (x)
6x

GeoGebra
f(x)=3x2
f'(x)=f"(x)
— 6x

Virkeligheden er ofte mere kompliceret end disse funktioner.
Grafen her viser risikoen for at blive involveret i vold som funktion
af alder.

For at undersege sadan en sammenheng er det nedvendigt
at bruge et IT-veerktej fordi funktionen ikke er simpel, men det
er den samme forstdelse af vaeksthastighed, tangent, ekstrema og
monotoniforhold.

Opgaver hvor forskellige ty-
per funktioner skal differenti-
eres.

Tabel 5.1: Regneregler for dif-

ferentialregning
f f
k 0
ax+b a
P n- xnfl
1 1t
x x2
1
Vax TRV
ex ex
ekx kekx
1
1 z
nw | o
a* In(a) - a*
sin(x) cos(x)
cos(x) | —sin(x)
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http://matx.dk/opgaver/diff_mixed.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_mixed.pdf
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5.3.1 Differentiation af produktfunktion

En produktfunktion er en funktion, som er et produkt af to funk-
tioner. Det er fx de to funktioner f(x) = x> og funktionen g(x) =
In(x). Produktet af disse to funktioner er

x? - In(x)

Denne type af funktioner, har deres egen regel for hvordan de skal
differentieres.

Saetning 28 — Produktfunktion.

(f-8)'(x) = fi(x) - 8(x) + f(x) - §'(x)

= Eksempel 76 Givet en funktion f(x) = 5x - sin(x). Sa vil
f'(x) = 5-sin(x) + 5x - cos(x)
.Savil

u Eksempel 77 Givet en funktion f(x) = (x* + x) - &*

fl(x) = (2x+1) -+ (x> +x) - e
u Eksempel 78 Givet en funktion f(x) = v/x - In(x). S& vil
L 1
filx) = m In(x) +v/x - o
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Video med introduktion til
differentialregning i Maple.

Video med bevis for produkt-
reglen.

Video med anvendelse af pro-
duktreglen.


https://youtu.be/V5JwERdjjQU
https://youtu.be/V5JwERdjjQU
https://youtu.be/XTp2PHUDcaI
https://youtu.be/XTp2PHUDcaI
https://youtu.be/DwnNY4dZmLc
https://youtu.be/DwnNY4dZmLc

ovelse 117 Differentier folgende funktioner.

a) f(x) =3x-sin(x) b) f(x) = (3x+2) -In(x)
9 flx)=(x+1)- d) f(x) = (2 ~4) - cos(x)
&) f(x) =In(x)-¢* H flx) = VE- (£~ 1)

®) f(x) =¥+ In(x) h) f(x) = ~4 - cos(x)

Maple og GeoGebra differentiere funktioner pa samme made
uafhaengigt af hvilke regler der skal anvendes.

Maple
(x) :=(5x + 3) - sin(x)
' (x)
10 xsin (x) + (5 X2+ 3) cos (x)
GeoGebra
f(x)=(5x% 4 3) - sin(x)
£ (x)=F" (x)
— 3cos(x) + 10x sin(x)5x% cos(x)

5.3.2 Differentiation af sammensat funktion

En sammensat funktion er en funktion, hvor der er en indre og en
ydre funktion. Fx kan den ydre funktion veere f(x) = v/x og den
indre funktion veere g(x) = 2x + 3. Da bliver den sammensatte
funktion

f(g(x)) = v2x +3

Regnereglen for at differentiere denne type af funktioner er

Saetning 29 — Sammensat funktion.

(f(g(x) = f'(g(x)) - &' (x)

Video med anvendelse af reg-
nereglen for differentiation af
sammensat funktion.
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https://youtu.be/https://youtu.be/MT8NExVz-1M?t=298
https://youtu.be/https://youtu.be/MT8NExVz-1M?t=298

= Eksempel 79 Givet en funktion f(x) = {/In(x). Sa vil

= Eksempel 80 Givet en funktion f(x) = v/3x + 2. Sa vil

o I
fx) = 2/3x +2 3

= Eksempel 81 Givet en funktion f(x) = sin(2x —4). Sa vil

f'(x) = cos(2x —4) -2

Qvelse 118 Differentier folgende funktioner.

a) f(x)=sin(3x) b) f(x) =In(—2x+1)
I f)= 1o d) f(x) = cos(x?)

e) f(x) = (cos(x))? f) f(x)=Vax+1

8) f(x) = Bx+1)° h) f(x) = e™*?

I de folgende opgaver skal du bruge en blanding af reglerne.
ovelse 119 Differentier folgende funktioner.

a) f(x) =4x?+1 b) f(x) = In(x) + 3x?
o) f(x)==-(x*—4) d) f(x) = cos(3x +1)

e) f(x) = sin(x)- e f) f(x)=vx2+1

2|

g) f(x) = 3x° 4 cos(2x) h) f(x) = o)
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5.4 Vaeksthastighed

Vaksthastighed er et udtryk for zendringen af en variabel over tid.

u Eksempel 82 Bestem veeksthastigheden for funktionen f(x) = 3x?
i punktet x = 3.
Forst differentieres funktionen

f(x) =6x

Derefter udregnes
f'(3)=6-3=18

Vaeksthastigheden i punktet x = 3 er derfor 18.
Dette kunne ogsa veere udregnet i Maple.

Video med bestemmelse af

Maple veaeksthastighed analytisk.
f(x) :=3x2
' (3)

18
GeOGebraz Video med bestemmelse af
f(x)=3x vaeksthastigheden i Maple.
a=Tf"'(3)

— 18 O £HO|

= Eksempel 83 — Populationstilveekst. 1 en population af dyr vokser E__
antallet af individer med folgende sammenhaeng efter ar 2005.

Opgaver hvor vaeksthastighe-
den eller differentialkvotien-
f(x) =500- e07x ten skal bestemmes analytisk.

Hvor f(x) er antallet af individer i populationen og x er antallet
af &r efter 2005. Vaeksthastigheden i &r 2010. Ar 2010 er 5 &r efter
2005, derfor skal f’(5) bestemmes for at finde veeksthastigheden i
2010.

I bade Maple og GeoGebra er eksponentialfunktionen e* define-
ret som exp(x), det betyder at e ikke kan bruges som eksponenti-
alfunktionen. Det vil give en fejl at skrive ¢*.
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https://youtu.be/rfIQuaxRgPE
https://youtu.be/rfIQuaxRgPE
https://youtu.be/v4kPKjSgrps
https://youtu.be/v4kPKjSgrps
http://matx.dk/opgaver/diff_kvotient.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_kvotient.pdf

Maple
f(x):=500 - exp(0.7 - x)
f'(5)
11590.41

GeoGebra

f(x):=500 - exp(0.7 - x)
a=f’'(5)

— 11590.41

Det betyder at i ar 2010 vokser antallet af dyr i populationen
med en hastighed af 11 590 dyr pr. ar. .

ovelse 120 Los disse opgaver, der er formuleret forskelligt, men
det er den samme metode, der skal bruge til alle opgaverne.

a) Bestem f’(4) for funktionen f(x) = x* — 5x + 3.
b) En funktion er givet ved f(x) = 3x> — 5x. Bestem f'(2).

¢) Bestem veekstraten for funktionen f(x) = 3x* — 10 i punk-
tet x = 2.

d) Sammenheengen mellem antallet af hvide naesehorn og
tiden i ar efter 2010.

f(t) = —05->+30

hvor x er antallet af ar efter 2010 og f er antallet af neese-
horn. Bestem veeksthastigheden af naesehorn i 2015.

e) I en model for udviklingen i antallet af husstande med sol-
celler, er antallet af husstande med solceller proportional
med kvadratet pa tiden i r efter 2005, og proportionali-
tetfaktoren er 0.5. Bestem vaekstraten for husstande med
solceller i 2009.
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5.5 Tangentbestemmelse

Satning 30 Ligningen for tangenten til grafen for funktionen
f(x) i punktet (xg, f(xg)) er

y = f'(x0) - (x — x0) + f(x0)

Ligningen for tangenten til funktionen f(x) i et punkt xp, kan
findes pa folgende méde.

» Eksempel 84 Funktionen f(x) = 2x*> — 4 har i punktet xp = 1 en

tangent, y = ax + b, og denne tangent findes ved felgende metode.

fllx)=2-2x*1 = 4x f'(x)
f1)=4-1=4 a = f'(xo)
f(1)=2-1-4=-2

b=-2—-4-1=-2—-4=-6 b=yp—a-x

Ligningen for tangenten til f(x) = 2x*> — 4 i punktet xo = 1 er sa
y=4x—6.
(2)

10 | //
/

: : : : ‘ : : (1)
405 0.5/1/1.5 2 25 3
S R

/
/ —10}

Det kan veere en fordel at tegne tangenten og grafen i samme
plot. Det giver en god mulighed for at underseoge om den lgsning
man har fundet frem til er rigtigt.

Video med eksempel pé be-
stemmelse af ligningen af tan-
genten til grafen for en funk-
tion.

— f(x)=2x*—4
—— Tangentix =1
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https://youtu.be/BKJWq42CzKI
https://youtu.be/BKJWq42CzKI

Qvelse 121 Bestem tangenten til felgende funktioner i xo.

a) flx) =x*—1ixg=1

b) f(x) =2x* —2x+3ix =0
o f(x)= x—x +3ixg=-2

d)f()—x —x>4+3ixg=-1

= Eksempel 85 1 Maple og GeoGebra kan tangenten til funktionen
X2

f(x) = S01x718 i punktet x = 8 bestemmes saledes

Ve :=exp(0.1x-|- 1.8)
y=F"(8)-(x-8)+f(8)

y = 0.7130263506 x — 0.950701801

GeoGebra

Forst defineres funktionen.
e

f(x):=

exp(0.1x +1.8)
Derefter konstrueres tangenten.

t:Tangent (8, f)
— 1y =0.71x —0.95
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Opgaver med bestemmelse af
ligningen af tangenten til gra-
fen for en funktion i et givet
punkt.


http://matx.dk/opgaver/diff_tangentligning.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_tangentligning.pdf

t:y=071x — 095

= Eksempel 86 — Bestem en tangent med en bestemt haldning. Bestem
ligningen for den tangent til grafen for f(x) = x* — 4x + 3 der har
heeldningen 2.

Forst bestemmes f'(x).

fl(x)=2x—4

Derefter loses ligningen f'(x) = 2, der var den enskede haeldning.

2=2x—4
244 =2x

6 =2x

3=x

Det betyder at den x-veerdi som tangenten med heeldningen 2
er tangent til grafen i er veerdien 3.

Video med eksempel pé be-
stemmelse af ligningen af tan-
gent til grafen for en funktion
med en bestemt haeldning.
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https://youtu.be/-C0xd3S8VcA
https://youtu.be/-C0xd3S8VcA

() — f(x)=x*—4x+3

\ —— Tangentix =3
5 1

—54

For at bestemme ligningen for tangenten, mangler skeeringen
med y-aksen - b-veerdien i ligningen y = ax + b. For at bestemme
denne veerdi udregnes f(3).

f(3)=3>-4.3+3=9-12+3=0

Nu vides at punktet (3,0) er et punkt pa tangenten, og dette punkt
indseettes i tangentens ligning, sammen med heeldningen pa 2.

0=2-3+0
0=6+0b
—6=10
Ligningen for tangenten bliver derfor y = 2x — 6. .

I Maple ville ovenstaende veere udregnet saledes.

Video med eksempel pé be-
Maple stemmelse af ligningen af tan-
f(x): =x? — 4x +3 genten til grafen for en funk-
tion i Maple.
solve(f’ (x)=2) oni P
3
y=Ff"(3)-(x-3)+f(3)
y=2x—6
GeoGebra ?pgaver med bestemmelse gf
] ) igningen for en tangent til
Forst deﬁneres funktzonen. grafen for en funktion, hvor
f(x):=x? —4x +3 tangentens heaeldning er givet.
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https://youtu.be/pEPO7LT5B3Y
https://youtu.be/pEPO7LT5B3Y
http://matx.dk/opgaver/diff_tangentslope.pdf
http://matx.dk/opgaver/diff_tangentslope.pdf

Derefter loses ligningen f'(x) lig haeldningen af tagenten.
11:Lgsninger(f’(x)=2)

—3

Derefter konstrueres tangenten.

t:Tangent (3, f)

—Yy=2x—-06

Qvelse 122 Bestem ligningen for tangenten i folgende tilfeelde.

a) Grafen for f(x) = —x* 4 5 har netop én tangent med
heldningen —2. Bestem ligningen for tangenten.

b) Grafen for f(x) = 2x* 4 2x + 1 har netop én tangent med
haeldningen 3. Bestem ligningen for tangenten.

¢) Grafen for f(x) = x> — 3x? + x + 4 her netop to tangenter
med heeldningen 1. Bestem ligningen for disse tangenter.

Opgaver med bestemmelse af
ligningen for en tangent til
grafen for en funktion, hvor
tangentens heeldning er givet.
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5.6 Monotoniforhold

At bestemme en funktions monotoniforhold betyder at bestemme
hvorndr funktionen er voksende og aftagende. Med kendskabet
til betydningen af differentialkvotienten, er dette lettere. Idet det
udnyttes, at funktionen er voksende hvis differentialkvotienten er
positiv, og funktionen er aftagende hvis differentialkvotienten er
negativ.

P4 grafen ses, at f'(x) er negativ ndr f(x) er aftagende og, at
f'(x) er positiv nér f(x) er voksende.

(2)
\ 104 /

—51

// _10 1

For at bestemme monotoniforholdende skal de x-veerdier, hvor

f'(x) = 0 findes og fortegnet for f'(x) pa hver side at nulpunk-

terne skal bestemmes, og pa baggrund af disse oplysninger kan
monotoniforholdene for f(x) bestemmes.

Det er altid en god idé ogsa at tegne grafen og sammenligne

den med resultatet. I den forbindelse er det vigtigt at tegne grafen
sa folgende er synligt.

Nulpunkter - der hvor grafen skeerer 1. aksen

- Der hvor grafen skeerer 2. aksen

Lokale ekstrema - der hvor f’ er nul.

Benyt altid intervallet, hvis det er indehold til opgaven, fx be-
tyder —2 < x < 4 at grafen skal tegnes i intervallet —2 til
4.

I Maple og GeoGebra kan grafen for de to funktioner f(x) =

174

@p

[=]7
Video med eksempel pé be-
stemmelee  af monotonifor-

f(x) =
— f(®)



https://youtu.be/nUelACb1E8s
https://youtu.be/nUelACb1E8s

x3 —3x% + x +4 og g(x) = 3x* — 6x + 1 i intervallet —2 til 4 tegnes
pa folgende made.

Maple : Tegn grafer.
plot([x3—3x2+x—|—4, 3x2—6x+1 1,x=-2..4)

GeoGebra : Tegn grafer.
f(x)=x> —3x% + x + 4
g(x)=3x> —6x +1

= Eksempel 87 For at bestemme monotoniforholdene for funktionen
3
flx) =%+ Exz —18x +2

differentieres denne

f'(x) = 3x* +3x — 18

@) f(x)
VERNN o
/ \ \A 20 -+
: \ : : : — (1)

-5 —4 —\—2 -1 >1/2 3

Nulpunkterne for f'(x) kan findes ved at lese andengradslig-
ningen

3x2+3x—18 =0

Lesningen bestemmes med solve kommandoen i Maple eller los-

A% -
ningsformlen x = W til L = {-3,2}.

Disse nulpunkter afmeerkes pa en x-akse.
-5 -4 -3 -2 -1 0

y
T T

f'(x) 0

y I
T T

DIFFERENTIALREGNING
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S& bestemmes fortegnet for f’(x) inden og efter hvert af nul-
punkterne.

)=3-(—4)2+3-(—4)—-18=3-16—-12—-18 =48 —30 =18
(0)243-(0)—18=0+0—18 = —18
(4)243-(4)—18=3-16+12—-18 =48+ 12— 18 = 42

\'l
—
|
B~

Disse fortegn skrives ind pa vores x-akse.
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

I | | | | I
T T T T T

flxy + + 0 - - - - 0 +

Nu kan det afgeres hvor f(x) er voksende, og hvor den er
aftagende. Idet f(x) er voksende nér f'(x) er positiv, og f(x) er
aftagende nar f’(x) er negativ. Dette markeres p& vores x-aksen
med pile.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

I | | | | | | I Il
T T T T T T

flx) +  F - - - - 0 +

0
fk) T N N N N TS

Resultatet skal skrives i folgende tekst. Bemeerk at funktionen er
bade voksende og aftagende i —3 og 2. Bemaerk at co og —co ikke
er indeholdt i intervallerne.

Funktionen f(x) er voksende i intervallerne | — oo; —3] og [2; 0]
og funktionen f(x) er aftagende i intervallet [—3;2].

Da funktionen er voksende frem til —3 og herefter aftagende

er —3 et lokalt ekstremumssted - et lokalt maksimum. Den lokale Video med eksempel pa be-
. . . i stemmelse af monotonifor-

maksimumsverdi er f(—3) = 42,5. Da funktionen er aftagende til hold i Maple.
2 og herefter voksende, er 2 et lokalt ekstremumssted - et lokalt
minimum. Den lokale minimumsvaerdi er f(2) = —20.

I Maple og GeoGebra vil opgaven kunne loses pa felgende made.
Bemeerk at Maple lader uendelig veere en del af intervallet, det er
der ikke tradition for i gymnasiet, sa derfor skal dette sendres til

] — 00, —3] i konklusionen i besvarelsen.
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Maple
f(x):=x> + gxz —18x 42
solve(f’'(x)>0)

[0, =3],[2, 0]

solve(f’(x)<0)
[-3,2]

GeoGebra

Forst defineres funktionen.

f(x)=x> + §x2 —18x+2

Derefter beregnes de intervaller hvor f er voksende.
11:Lgsninger(f’ (x)>0)

—{x<-3,x>2}

Derefter beregnes de intervaller hvor f er aftagende.
12:Lgsninger(f’ (x)<0)

—{-3<x<2}

Funktionen f(x) er voksende i intervallerne | — c0; —3] og [2; 0]
og funktionen f(x) er aftagende i intervallet [—3;2]. .

Qvelse 123 Bestem monotoniforhold og ekstremumssteder og Opgaver hvor monotonifor-

-veerdier for folgende funktioner holdene skal bestemmes ana-
lytisk.
a) f(x)=2x>—7x+4

¢ f(x)=1/3x3—-1/2x* —6x

(x)

b) f(x) = —2x* —7x+ 4
(x)

d) f(x) = —4x3+7
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5.7 Ekstremum

Ekstremum handler om at bestemme maksimum- eller minimums-
steder og veerdier. Sddanne veerdier kan bestemmes ved at lave en
monotoniundersogelse eller ved at loses ligningen f'(x) = 0 og
sammenholde resultatet med en graf af funktionen i det relevante
interval.

= Eksempel 88 Her ses pa eksemplet: «Hvor hurtigt personer ensker
at forlade en koncert efter, at den er slut.»

_ 54,4-x
T 03 x+138

f(x)

Hvor x er tiden i minutter efter at koncerten er slut og f er
hvor mange procent af koncertdeltagerne der ensker at forlade

koncerten. Grafen ser sadledes ud
%

12 1
1{ -~
I/ \
B/ N
gl / \
51/ \
6l \
= |/ \
4 ,,I \\
5l AN
5 | AN
AN
1 | \\
: : : : : Tid i min.
5 10 15 20 25 30

Til en koncert er der 250 personer. Hvor mange personer skal
kunne komme ud samtidig for, at alle kan komme ud nar de vil?

Forst bestemmes efter hvor lang tid der er flest der vil ud, ved
at lose ligningen f'(x) = 0.

Maple

54.44682717x
f(x) 1=

Q031118

solve(f'(x)=0.)
3.333333334

Det bestyder at efter 3.33 minutter er der flest der ensker at
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forlade koncerten. For at bestemme hvor mange procent det er
udregnes f(3.33).

Maple
(3.33)
11.03638323

Det betyder, at der maksimalt er 11 % af koncertdeltagerne, der
onsker at forlade koncerten pd samme tid. For at bestemme antallet
af personer udregnes, 11 % af de 250 deltagere. Det er 27.5. Det
betyder at der skal kunne komme 28 deltagere ud samtidig, for at
alle kan komme ud nar de vil. .

Ovelse 124 Bestem ekstrema for folgende funktioner.
a) f(x) = —3x>+2x+1
b) f(x) =x> —2x2+x+1

¢) En kanonkugle skydes af sted og felger parablen med
forskriften p(x) = —0.5x% + 20x, hvor x er i meter. Hvor
hejt kommer kanonkuglen op og hvor langt kommer den?
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5.8 Optimering

Optimering handler om at bestemme maksimum- eller minimums-
steder og verdier. Ved optimering er der to modsatrettede forhold,
fx forholdet mellem areal og omkreds. Arealet af en rektangel vil,
hvis den kun mé have en givet omkreds, have et maksimalt areal.

Bredde =1 Bredde =2 Bredde = 2.5
Omkreds = 10 Ombkreds = 10 Omkreds = 10
Areal =4 Areal = 6 Areal = 6,25

Dette kan ogsa vises grafisk. Da omkredsen er 10, vil bredden
af rektangel veere mellem 0 og 5.
Areal

A
O

|~
J

IS

.
e

\
/

Uy

Bredde

1 2 3 4

6} ]

Her ses pa tre eksempler.
¢ optimering af profit med begraensningen salgspris
¢ optimering af areal med begraensningen omkreds
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¢ optimering af volumen med begraensningen overfladeareal

= Eksempel 89 — Optimering af profit. En virksomhed har undersogt
sammenhengen mellem prisen og salget af en vare og er kommet
frem til felgende model.

f(x) =2500-e%1*

hvor f(x) er antallet af solgte varer og x er prisen i kr. Prisen pa
lignende varer er maksimalt 30 kroner, og virksomheden ensker
ikke, at deres varer skal veere dyrere. For at bestemme den pris,
der giver den maksimale indkomst, bestemmes forst en model for
indkomsten.

glx) =x-f(x)

hvor f(x) er antallet af solgte varer og x er prisen i kroner og g(x)
er den samlede indkomst.
Grafen for g(x) er
Indkomst

8000 | / \\

6000 / \
4000 / ~
2000+

5 10 15 20 25 30

Maple

f(x):=2500 - exp(—0.1- x)

g(x):=x - f(x)

plot(g(x),x=0..30)
intervalsolve(g’'(x) =0, x =5 .. 30)

10
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GeoGebra

Forst defineres funktionerne f 0g g.
f(x)=2500 - exp(—0.1- x)
g(x)=x - f(x)

Derefter loses ligningen g'(x) = 0.
11:Lgsninger(g’ (x)=0)

— {10}

Ved lesning af ligningen ¢'(x) = 0 i intervallet 0 til 30 fas, at
der er et ekstremumssted ved 10. P& grafen ses at der er tale om et
maksimum. Det betyder at den pris, der giver den sterste intjening
til virksomheden, er 10 kr. .

= Eksempel 90 — Optimering af areal. I et rektangel er den samlede
leengde af de fire sider 24 cm

Bestem x sd arealet af rektanglet er storst muligt.
Leengde af de tre sider af rektanglet er

24 = 2x +2y

Det betyder at y som funktion af x er

2y =24 —2x
Der kan reduceres til
y=12—x
Arealet er
A=x-y

Ved at indseette at y = 12 — x fas formlen
A(x)=x-(12—x)
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Ved at gange x ind i parentesen fas at
A(x) = —x* +12x

For at bestemme maksimum, differentieres denne funktion
Al(x) =—-2x+12

Nu leses ligningen A’(x) =0

0=—-2x+12
2x =12
xX=6
Det storst mulige areal er nar x = 6. .

= Eksempel 91 — Optimering af volumen. En kasse skal have overfladea-
realet 400 cm?, siderne har leengderne x, x + 2 og y.

JIE= 4
- x+2

Bestem det storst mulige volumen.
Overfladearealet af kassen er

400=2-x-(x+2)+2-y-x+2-y-(x+2)

I denne ligning isoleres y.

Maple
simplify (400 = 2-X-(X+2)+2-X-y+2-y-(x+2))

400 =222 + (4y +4) x + 4y
isolate(400 = 2x? + (4y +4)x +4y, y)

2224 4x— 400
o —4x—4

Volumen er
V=y-x-(x+2)

DIFFERENTIALREGNING
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2x% +4x—400

I denne ligning indseettes y = —— ir_4

2x% +4x — 400
V(X)Iﬂx(x_FZ)

Ved at tegne grafen for V, ses at maksimum ligger mellem 0 og
13.

2x2 +4x—400
f(X)-—T 'X'(X‘FZ)

plot (V(x)=0,x=0. .13)

Volumen

400 | /

200 | / \

: : : : : : (1)
2 4 6 8 10 12

For at bestemme det maksimale volumen loses ligningen V' (x) = 0.

Maple
fsolve(V’(x),x=0..13)

7.265234251

Det maksimale volumen er nar x er 7.3 cm. Det sterst muligt rum-
fang beregnes ved at bestemme veerdien af V(7.3).

Maple
V(7.265234251)
540.3132864
Det storst mulige volumen er 540 cm®. .
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Ovelse 125 [ et rektangel er den samlede leengde af de fire sider
16 cm

Bestem x sé arealet af rektanglet er storst muligt.

Qvelse 126 En kasse skal have overfladearealet 500 cmz, siderne
har leengderne x, 2x og v.

7
X

Bestem det storst mulige volumen.
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6

Opsparing og ldn

Grunden til at det er en god idé at spare op, er at i nogle perioder

er udgifterne er storre end indtegten. Nogle udgifter betales fx kun

hver tredje maned eller to gange om aret mens indteegten typisk

er hver maned. Den mest simple form for opsparing er penge, der

ikke er blevet brugt.

= Eksempel 92 I folgende eksempel ses pd indteegter og udgifter for

et ar.

Akkumuleret
Maned Mad | Husleje | Forskring | El | Udgifter | Indkomst opsparing
Januar 1000 3000 4000 4500 500
Februar 1000 3000 4000 4500 1000
Marts 1000 3000 750 | 700 5450 4500 50
April 1000 3000 4000 4500 550
Maj 1000 3000 4000 4500 1050
Juni 1000 3000 700 4700 4500 850
Juli 1000 3000 4000 4500 1350
August 1000 3000 4000 4500 1850
September | 1000 3000 750 | 700 5450 4500 900
Oktober 1000 3000 4000 4500 1400
November | 1000 3000 4000 4500 1900
December | 1000 3000 700 4700 4500 1700

Det ses, at det er nedvendigt at spare op i januar og februar

fordi i marts skal penge bruges til forsikring og el. Hvis pengene

ikke var blevet sparet op, ville det veere nedvendigt at lane penge




for at betale regningerne til el og forsikring. Lanet skulle sa betales
tilbage i de folgende méneder. Hvis de samlede udgifter over dret
var over 1700 sterre, ville der blive opbygget en geeld der ikke
kunne betales tilbage.

Grafisk vil aret se saledes ud.

(2) II Udgifter
In Indteegter
5000 [ [ Opsparing
4000 |
3000 |
2000 |
1000 |
(1)

Januar

Februar

Marts

April

Maj

Juni

Juli

August
September -

Oktober

November

December

Hvis opsparingen ikke bliver brugt, vil det folgende ar se saledes
ud. Selvom opsparingen ikke er seerlig stor hver maned, er den
allerede efter 2 dr neeste lige sd stor om indkomsten i en enkelt
maned.
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Indteegter kan veere lon, SU, dagpenge, renteindtaegt, udbytte,
lejeindteegter, overskud fra en virksomhed og lignende.

Udgifter kan veere skat, renteudgifter, lejeudgifter, serviceydelser
(transport, friser, tandleege, bornepasning, osv.), cykel, bil, ferierej-
ser, mad osv.

Det er som sagt vigtigt, at indteegterne samlet set er storre end
udgifterne. Men hvorfor, hvad er meningen? En opsparing skal
pa lang sigt bruges til at gore dig uaftheengig af et lonnet arbejde
og offentlig stotte. Pa kort sigt skal en opsparing hjelpe med
uforudsete udgifter, sa du ikke star i en situation hvor du kan
blive tvunget til at optage et 1&n. Hvis du pa sigt ikke bliver helt
uafheengig, sd i hvert fald mindre afheengig. Det betyder, at din
indkomst kommer fra renteindteegt, udbytte, lejeindtaegt, overskud
fra en virksomhed og ligende. For at fi denne type af indteegt
skal der bruges penge til at kebe aktiver som fast ejendom, aktier
og obligationer. Eller du skal bruge tid pa at skabe intellektuel
ejendom (fx youtube video, kunst, litteratur, opfindelser) eller
opbygge din egen virksomhed. Dette betyder ogsa at du ikke skal
have udgifter til fx geeld og at du generelt skal have sa fa udgifter
som muligt. Hvis du vil veere skonomisk uafhaengig skal du have

In udgifter
(] ] Indteegter
in Opsparing

OPSPARING OG LAN
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aktiver. Hvor mange aktiver du skal have, for at veere gkonomisk
uafhaengig atheenger af hvor mange udgifter du har og afkastet af
dine aktiver? Din opsparing skal altsd bruges til at kebe aktiver.
Dine aktiver giver dig et afkast der afheenger af, hvor meget du
har.

= Eksempel 93 Du har sparet 10 ooo kr. op og keber et aktiv der giver
dig 3 % i afkast om dret.

Hvor meget far du sé pr. ar?
10000 - 0.03 = 300

Det giver dig 300 kr. om &ret. .

300 kr. virker ikke af meget, men hvis du ikke bruger pengene
med det samme, men sparer dem op sammen med de 10000 kr.
vil det blive til mange flere penge. For at regne ud hvor mange,
bruges kapitalfremskrivningsformlen.

Saetning 31 — Kapitalfremskrivning.
K, =Ko (r+1)"

K, er kapitalen Ky vokset til efter n terminer til renten r.

= Eksempel 94 Du har sparet 10 ooo kr. op og keber et aktiv der giver
dig 3 % i atkast om éaret.

Hvor meget har du sa efter 20 ar?
10000 - (1 +0.03)%° = 18061

Efter 20 &r har du 18061 kr. . "

I Maple bruges den finansielle solve TVM. TVM har fem forskel-
lige input og output. N stér for antallet af terminer eller perioder.
R% er renten i procent. NV er nutidsveerdien af de penge du giver
for aktivet eller far udbetalt som lan. Bemeerk at NV er negativ for-
di du giver penge for aktivet. FV er fremtidsveerdien pa de penge
som indsaettes nu. PMT er ydelsen som betales i begyndelsen af
hver periode eller termin. Det er ikke alle oplysninger som skal
indtastes. Hvis der fx ikke er en periodisk ydelse, skal denne ikke
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indtastes som 0, det er den automatisk hvis den ikke indtastes. 1
dette tilfeelde er N = 20, R% = 3 og NV = —10000.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 20, R% = 3, NV = -10000)

FV =18061.11235

I GeoGebra er der flere kommandoer, der gor det samme som
TVM i Maple.

FremtidsVeerdi(Rente,Perioder,Betaling,Nutidsveerdi)
Rente(Perioder,Betaling,Nutidsveerdi,Fremtidsveerdi)
Nutidsveerdi(Rente,Perioder,Betaling, Fremtidsveerdi)
Betaling(Rente,Perioder,Nutidsveerdi,Fremtidsveerdi)
Perioder(Rente,Betaling, Nutidsveerdi,Fremtidsvaerdi)

Her skal fremtidsveerdien beregnes, derfor bruges kommandoen
FremtidsVeerdi.

GeoGebra
a=FremtidsVerdi(0.03,20,0,-10000)
— 18061.11

= Eksempel 95 Du har kebt et aktiv til 10000kr. og seelger det efter
204r til 15000kr.

Hvad er aktivet arligt blevet forrentet med?
Tallene indseettes i ligningen og denne loses for r.

10000 - (1 + )% = 15000

Din arlige rente har veeret 2.05 %. .

I Maple bruges TVM.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 20, NV = -10000, FV = 15000)

R% = 2.048015365

Her skal renten beregnes, derfor bruges kommandoen Rente i
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GeoGebra.

GeoGebra
a=Rente (20,0, -10000,15000)
— 0.02048

» Eksempel 96 Det bedste aktiv du kan kebe giver 10 % i arligt afkast,
du skal om 5 ar bruge 70 ooo kr.

Hvor meget skal du kebe af aktivet for at have 70 o0ookr. om 5 ar?
Tallene indseettes i ligningen og denne loses for Kp.

Ko- (1+0.1)° = 70000

Du skal kebe for 43 465 kr. .

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 5, FV = 70000, R% = 10)

NV = —43464.49261

Her skal nutidsveerdien beregnes, derfor bruges kommandoen
Nutidsveerdi i GeoGebra.

GeoGebra
a=Nutidsvaerdi(0.10,5,0,70000)
— —43464.49

Qvelse 127 Line har indsat 3000 kr. pd en opsparingskonto til 5%
irente.

a) Hvor meget vil der std pa kontoen efter 3 ar?

b) Hvor mange ar gar der inden der star mindst 5000 kr. pa
kontoen?

= Eksempel 97 Du har arlige udgifter for 250 oookr. . Du kan inve-
stere i et aktiv der giver 7% i afkast om aret. Hvor meget skal
du investere for at det daekker dine udgifter og du er skonomisk
uafheengig og ikke behover anden indkomst?
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For at lese opgaven opstilles denne ligning.
250000 = x - 0.07

Ligningen loses og det giver 3.6 mio. kr. . .

For at have 3.6 mio. kr. at investere skal der spares meget op. Ty-
pisk vil det ikke veere muligt at gore dette pa én gang, men lobene
over flere ar. For at regne dette ud anvendes opsparingsannuitet.

Saetning 32 — Opsparingsanniutet.

(14+r)"-1
K=y .~/ =
y r
K kapital efter at der hver termin 7 er indbetalt y kr til en fast

rente pa r.

= Eksempel 98 Du spare 500 kr. op om méneden til 0.1 % i ménedlig
rente (1.2 % i arlig rente). Hvor mange penge vil du have efter
204ar?

De 204ar er 240 méneder.

(1+0.001)%0 —1

500- 0.001

= 135548

Efter 240 maneder hvor der samlet er opsparet 1200ookr. , vil der
pa grund af renterne veere 135548 kr. . .

I maple kan den finansielle solver TVM ogsa bruges til at ud-
regne dette. Her er NV 0 fordi der ikke er sparet nogle penge op
endnu og PMT er -500 fordi der hver méned skal betales 500 til
opsparingen.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 240, R%s = .1, PMT = -500, NV = 0)

FV = 135548.3555

Det er fremtidsveerdien, som skal beregnes og derfor anvendes
kommandoen FremtidsVeerdi i GeoGebra.
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GeoGebra
a=Fremtidsverdi(0.001,240,-500,0)
— 135548.36

Grunden til at det er en stor fordel at blive skonomisk uafheengig
er, at alle nér til et tidspunkt hvor det ikke er muligt eller behageligt
at arbejde fordi man er nedslidt mentalt eller fysisk, eller fordi
ens arbejde er blevet automatiseret og man har ikke energi til at
uddanne sig til et nyt arbejde. Et arbejdsliv er normalt mellem 25
og 65 ar. I eksemplet er det 40 ar. Dette giver 480 maneder.

= Eksempel 99 Hvor stor bliver en opsparing med en arlig rente pa
5%, og en manedlig opsparing pa 2 500 kr.?

Forst udregnes den manedlige rente med formlen

Tmanedlig = ]\2/ 1+ Tarlig — 1

¥/1+0.05 -1 = 0.00407

Nu kan den samlede opsparing udregnes

(1+0.00407)%0 — 1
0.00407

500 - = 3.7 mio.

I maple kan den finansielle solver TVM ogsé bruges til at udreg-
ne dette.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 480, R% = 0.407, PMT = -2500, NV = 0)

FV = 3701550.265

Det gor ingen forskel om du bruger formlerne, Maple eller Geo-
Gebra til at lose opgaverne. Resultaterne bliver det samme og det
er lige rigtigt at bruge alle tre metoder. Du skal dog veere opmeerk-
som pa at det til skriftlig eksamen kan preesiceres i opgaven af
formlen skal benyttes til losning af en opgave og derfor anbefaler
jeg at du prever at bruge formlerne nogle gange.
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Qvelse 128 Agnetes foreldre lavede en berneopspring til hende
da hun blev fgdt. De indseetter 3 oookr. hvert ar og hun kan
heeve pengene ndr hun bliver 18 r.

a) Hvor mange penge kan Agnete haeve, hvis banken giver
3 % i rente?

b) Hvor mange af pengene er renter?

c) Efter 8ar beslutter Agnetes foreldre, at de vil investere
pengene i stede for at fa 3% i rente. Ved den nye inve-
stering far de 5% i rente. Hvor meget kan Agnete haeve
mere end hvis foraeldrene ikke havde investeret pengene i
aktier?

En opsparing pa 2500 kr. , kan virke meget stor, hvis indkomsten
kun er 4500 kr. Derfor vil en typisk person opspare mere senere i
livet, hvor indkomsten typisk er storre, og mindre i starten hvor

indkomsten er lille. Dette gor at beregningen ikke er helt sa simpel.

Qvelse 129 Med baggrund i statistikbankens data om sammen-
hzaeng mellem alder og personlig indkomst skal du med bereg-
ninger vise hvor meget en typisk person vil spare op og med
udgangspunkt i en rente pa 5% udregne hvad den samlede
opsparing vil blive.

a) Find statistik pd den gennemsnitlige indkomst i alders-
grupper i statisitkbanken.

b) Antag af personen kan opspare 15% af den del af ind-
komsten der er over 200000kr. . Bestem hvor stor op-
sparingen vil veere i de forskellige aldersgrupper. Brug
opsparingsannuitetsformlen med udgangspunkt pa 0 i
hver aldersgruppe. Antag at renten er 5% om aret.

c) Antag at personen arbejder til hun er 65 ar. Brug kapi-
talfremskrivning til at beregne hvad opsparingen i hver
aldersgruppe er nar personen er 65 ar. Antag at renten er
5% om aret.

OPSPARING
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d) Hvilken aldersgruppe har bidraget mest til den samlede
opsparing?

e) Hvad er den samlede opsparing?

f) Lav en model i dit IT-veerktej, hvor du kan eendrer pa
parametrene: Alder for skonomisk uafhengighed, arlig
rente, den procentvise andel af indkomsten der spares op.

g) Benyt modellen til at lave en opsparing der giver en alder
for ekonomisk uaftheengighed pa 50 ar.

Ofte vil du i lebet af dit liv optage et storre lan til et hus og bil.
Sadan et lan vil du ikke kunne tilbagebetale pd én gang, sadan
som du ellers gor nar du laner af dine venner eller familie. Real-
kreditforeningen eller instituttet vil ogsa kraeve renter og gebyrer i
den periode, hvor du skylder dem penge. For at lave en udregning
af, hvad du skal betale lobene, og hvor meget du endnu skylder
bruges geeldsannuitetsformlen.

Saetning 33 — Geeldsannuitet.

1-(14r)™

H=y p

H er det samlede beleb der ldnes (hovedstolen) og y (ydelsen) i
kr. er hvor meget der skal indbetales hver termin, n er antallet
af terminer og ldnet forrentes med renten .

= Eksempel 100 Du har lant 1.5 mio. kr. til et hus til en rente pa 3 %
pr. ar og det tilbagebetales i lobet af 304r.

Bestem det manedlig afdrag.

Forst udregnes den manedlige rente med formlen

T'ménedlig = 1\2/ 1+ Tarlig — 1

¥/1+0.03 — 1 = 0.002466

Pa 304r er der 360 maneder. Ligningen der skal loses for at svare
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pé spergsmalet er altsa

1 — (14 0.002466) 36
0.002466

1500000 =y -

Det giver et manedlig afdrag pé 6292 kr. . Hertil kommer sikkert
nogle forskellige gebyrer og bidrag. .

I maple bruges den finansielle solve. Bemark at ydelsen er
negativ fordi det er penge du skal betale, mens hovedstolen er
positiv fordi det er penge du «far».

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(N = 360, R% = 0.2466, NV = 1500000, FV = 0)

PMT = —6291.101719

I GeoGebra anvendes kommandoen Betaling, da det skal udreg-
nes hvor meget der skal betales af pa lanet, hver maned.

GeoGebra
Betaling(0.00247,360,1500000,0)
— —6291.10

Det er ogsa muligt at vende problemstillingen.

@velse 130 Du har lant 1.9 mio. kr. til et hus til en rente pd 2.5 %
pr. ar og det tilbagebetales i lobet af 30 ar.

Bestem det manedlige afdrag.

= Eksempel 101 Du har i dit budget plads til at afdrage 5000 kr. til et
hus og renten er pa 3 % pr. ar og det tilbagebetales i lobet af 304r.

Bestem hvor meget du kan lane.
Forst udregnes den manedlige rente med formlen
"manedlig = 1\2/ 1+ Tarlig — 1

Y14 0.03 — 1 = 0.002466

OPSPARING OG LAN
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Pa 304r er der 360 méneder. Ligningen, der skal lgses for at svare
pa spergsmalet, er altsd

B 1 — (1 +0.002466) 36
H=5000- 0.002466
Det giver et samlet beleb pé ca. 1.2 mio. kr. .

Med Maple vil dette kunne udregnes med den finansielle solver.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(PMT = -5000, R% = 0.2466, N = 360, FV = 0)

NV =1192160.028

@velse 131 Du har i dit budget plads til at afdrage 8oookr. til et
hus og renten er pa 4 % pr. ar og det tilbagebetales i lobet af
30ar.

Bestem hvor meget du kan léne.

Eller du kan se pa det efter du har lant pengene og sidder med
den manedlig regning.

= Eksempel 102 Du har lant 2.5 mio. til dit hus og betaler 8500 kr. i
afdrag hver méned og det tilbagebetales i lobet af 30 4r.

Bestem den manedlige effektive/faktiske rente.

Pa 304r er der 360 médneder. Ligningen, der skal lgses for at svare
pa spergsmalet, er altsd

_ —360
2500000 = 8500 - #

Det giver en manedlig rente pd 0.00116. Denne rente kan omregnes
til en arlig rente med formlen

Tarlig = (rménedlig + 1)12 -1
Tartig = (0.00116 +1)'2 — 1 = 0.014

Den é&rlige rente er 1.4 %. .
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Med Maple vil dette kunne udregnes med den finansielle solver.
Den fremtidlige veerdi FV er 0 fordi lanet er betalt tilbage.

Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(NV = 2500000, N = 360, FV = 0, PMT = -8500)

R% = 0.1160672092

@velse 132 Du vil kebe en bil til 300 000kr. og far et tilbud pa
lan, hvor du skal betale 5000 kr. hver maned i 7 ar.

a) Hvad kommer bilen til at koste dig samlet over de 7 ar?
b) Hvad er dine ménedlige omkostninger i procent?

¢) Din manedlige rente er 0.75 %. Hvad betaler du i gebyr pr.
maned?

d) Hvad er dine arlige omkostninger i procent (AOP)?
Fordi du er blevet fyret fra dit job kan det veere, at banker bliver

ned til at lave en ny tilbagebetalingplan pa lanet til dit hus.

= Eksempel 103 Du har en restgeeld (ny hovedstol) pa o.7mio. og
betaler 8500 kr. i afdrag hver méned til 5% i rente. Efter at du er
blevet fyret kan du nu kun betale 3500 kr.

Bestem hvor mange maneder du skal bruge pa at betale .

Forst udregnes den manedlige rente med formlen

"manedlig = 1\2/ 1+ Tarlig — 1
/14 0.05—1 = 0.004074

Ligningen, der skal loses for at svare pa spergsmalet, er altsa

1— (14 0.004074) "
0.004074

Det giver 415 maneder. .

700000 = 3500 -

Med Maple vil dette kunne udregnes med den finansielle solver.

OPSPARING OG LAN
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Maple : Finansiel solver.
with(Gym):
TVM(PMT = -3500, R% = 0.4074, FV = 0, NV=700000)

N = 414.7647670

GeoGebra
Perioder(0.004074,-3500,700000,0)
— 414.77

Men et 1dn kan ogsa vere afdragsfrit. Det betyder lidt forenklet
at der kun betales renterne i en periode. Ved et lan pa 700 0oo kr. .
til en rente pa 4 % betales der derfor

700000 - 0,04 = 28000

Det giver en manedlig betaling pa ca. 2334 kr. ., men der er sa heller
ikke afdraget pa geelden og hovedstolen er derfor 700 ooo kr.

I eksemplet er restgeelden kendt, og det er fordi det er muligt at
udregne den lobende igennem afbetalingen af hele ldnet. En sadan
tabel kaldes en amortisationstabel. I tabellen er der fem kolonner.
Den forste kolonne viser hvilken termin der er tale om og den
neeste viser hvilken ydelse der er pa lanet, det vil sige hvor meget
lantager (dig) i alt betaler til langiver (banken). Den neeste viser
renterne der skal betales i denne termin. Den neeste viser afdraget
pé hovedstolen og den sidste viser restgeelden.

For at kunne udregne tallene i amortisationstabellen skal fire
veerdier veere kendt: Hovedstolen, renten, ydelsen og antallet af
terminer. Som det ses af formlen

_1—(1—|—r)_”

H=y .

H er det samlede belgb der ldnes (hovedstolen) og y (ydelsen) i
kr. er hvor meget der skal indbetales hver termin, n er antallet af
terminer og lanet forrentes med renten r. Det er kun nedvendigt
at kende tre af disse for at kunne beregne den sidste. Ofte er det
hovedstolen, renten og antallet af terminer der er kendkt.
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Hovedstol 1700 000 kr.

Antal terminer 360

Arlig rente 2.5%

Forst udregnes den manedlige rente med formlen

Tmanedlig = 1\2/ 1+ Tarlig — 1

V/1+0.025 — 1 = 0.00206
Tallene kan nu indseettes i formlen og ydelsen beregnes.

1 — (1 +0.00206) 360

0.00206 = 6692.159691

1700000 =y -

Ydelsen bliver s& 6 693, da det er mest praktisk af runde op. Det
betyder, at den sidste termin bliver lidt mindre end de andre.
Renten udregnes ved at tage den manedlige rente af restgeelden

Rente = 1700000 - 0.00206 = 3502

Afdraget er ydelsen minus renten

Afdrag = Ydelse — Rente

Afdrag = 6693 — 3502 = 3191

Den nye restgeeld er den gamle restgeeld minus afdraget.

1700000 — 3191 = 1696 809

OPSPARING OG LAN
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Termin | Ydelse | Rente | Afdrag Restgeeld

o - - - | 1700 000.00

1 6693 | 3502.00 | 3191.00 | 1696 809.00

2 6693 | 3495.43 | 3197.57 | 1693611.42

6693 | 3488.84 | 3204.16 | 1690 407.27

3
4 6693 | 3482.24 | 3210.76 | 1687196.51
5 6693 | 3475.62 | 3217.38 | 1683979.13

356 6693 67.79 | 6625.21 26282.33

357 6693 54.14 | 6638.86 19643.47

358 6693 |  40.47 | 6652.53 12990.94
359 6693 26.76 | 6666.24 6324.70

360 | 6337.73 13.03 | 6324.70 0

I Maple kan amortisationstabellen skrives med brug af komman-
doerne renteAmort, afdragAmort og balanceAmort. I alle komman-
doerne skal hovedstolen, ydelsen, renten i % og terminnummeret
bruges. For at vise alle terminerne laves en sekvens, hvor alle ter-
minerne udregnes ved at lade #n ga fra 1 til 360. Grunden til at latex
er med, er for at f4 Maple til at lave en linje pr. linje i tabellen og n
og 6693 er kun med for at de skal passe med tabellen ovenfor.

Maple : Amortisationstabel.

with(Gym):

seq(latex([n, 6693,

renteAmort (1700000, 6693, .206, n),
afdragAmort (1700000, 6693, .206, n),
balanceAmort (1700000, 6693, .206, n)
1), n=1 .. 360)

Som du sikkert kan fornemme, er der ikke tale om en simpel
situation, fordi der ofte i en 30-drig periode kan ske storre ting
i ens liv, der gor at sddanne 1&n ikke bliver afviklet efter bogen.
Det kan veere flytning, arbejdsleshed, skilsmisse, bern og lignende.
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Derfor er det vigtigt hele tiden at kende den aktuelle restgeeld,
eller i det mindste at kunne beregne den.

@velse 133 Med baggrund i statistikbankens data om sammen-
heeng mellem alder og personlig indkomst skal du med bereg-
ninger vise hvor meget en gennemsnitsperson vil kunne lane
med udgangspunkt i en rente pa 5 %.

a) Antag af personen kan bruge 30% af den del af indkom-
sten der er over 150000kr. . til afbetaling pa et lan. Be-
stem hvor stor et 1an der kan optages i de forskellige
aldersgrupper.

b) Hvordan vil afbetalingen af et ldn pa 3,5 mio. forlebe for
en gennemsnitsperson?
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7
Vektorer

En vektor er en storrelse med retning. Geometrisk angives vekto-
rer som pile, hvor leengden af pilen er storrelsen pa vektoren og
retningen er vektorens retning i et koordinatsystem i forhold til
vinklen mellem vektoren og 1. aksen.

(2)
A

[

Aritmetisk angives de med koordinatsaet. En vektor bestar af
lige s& mange komponenter som der er dimensioner i det rum
vektoren er i. Det betyder at der er to komponenter a, og a, for
en vektor i to dimensioner. Vektoren og komponenterne i vektoren

skrives ofte
Ax
a= eller @ = (ay,ay)
ay



hvor a, og ay er storrelsen af komponenterne i, og ﬁy for, at det
er muligt at se forskel pa en vektor og et punkt, der angives som
(3,4).

Vektorer bruges iseer til to ting. For det forste bruges vektorer
til at repraesentere forskellige fysiske storrelser, fx treekkraft eller
tyngdekraft eller vind. Det veesentlige er, at det vektorer kan be-
skrive skal ikke ‘bare’ veere en storrelse, som fx at det blaeser med
2 m/sek. at der er 40 kr pa min konto eller at er en elektrisk strem
pa 25 volt eller tyngdekraften er pa 9.43 N osv. Udover at der skal
veere tale om en storrelse, skal der ogsé veere tale om en retning,
sd vinden bleeser med 2 sek/m fra NNV (Nord-nord-vest) eller
tyngdekraften traekker i retning mod Jorden ogsa kaldet ned. De 40
kr. pa min konto har ikke nogen retning, saldoen kan godt eendre
sig, men i sig selv har saldoen ingen retning.

En vektor kan defineres ud fra to punkter. Punkterne A, B, C og
D, kan bruges til at definere

(2)

A
“at | 4B

2

1

> (1)
2 1 %C 4
~1
D

)

En vektor navngives med deres endepunkter fx AB,CD. En
vektor er den korteste afstand mellem de to punkter.
En vektor kan defineres ud fra to punkter.
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Definition 28 — Vektor mellem to punkter. En vektor fra A(Ay, Ay)
til B(By, By) har felgende komponenter

. [B,—A
AB:(" x)
By_Ay

= Eksempel 104 En vektor AB fra A(4,-1) til B(2,3).

(2)
A

Ovelse 134 Bestem en vektor fra punktet A til B.
a) A(2,4) til B(-3,2) b) A(—2,2) til B(3,-3)

) A(0,1) til B(1,—5) d) A(—3,10) til B(—4,8)
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Ovelse 135 Bestem en vektor fra A til B.

(2)
A

Ovelse 136 Bestem en vektor fra A til B.

(2)
A
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Vinklerne i en polygon navngives efter de punkter vinkelspid-
sen ligger i, her C. Hvis der er tvivl om hvilken der er tale om,
navngives vinklen med de tre punkter der skaber vinklen med den
aktuelle vinkel i midten, her vinkel ACB.

(2)
A

En vinkel er en brekdel af en cirkel, en vinkel males i grader, en
hel cirkel har 360°. Vinkler inddeles i fire typer.

o B

Lige vinkel 180° Ret vinkel 90°

£ e

Spids vinkel < 90° Stump vinkel > 90°
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@velse 137 Bestem de tre vektorer AB, BC og AC.

(2)
A

> (1)
-2 -1 1 2 \3 4

B

BN
H

Ovelse 138 Bestem vektorerne fTé, E&, C4f), zﬁ og fTé

(2)

A
D 4
B
)
1 : B
> (1)
2 1 1 2 3 4
1
)
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7.1 Laengden af en vektor

Leengden af en vektor AB skrives ]1@ |. Leengden af en vektor kan
bestemmes ved at se pa den retvinklede trekant, hvor leengden af - =
vektoren er leengden af hypotenusen. Leengden af kateterne i den E R EI
retvinklede trekant, er leengden af vektorens x og y komponent a,

0g ay. I
[=]F

Video der gennemgar defini-
tion og leengde af en vektor.

Den retvinklede trekant er en trekant med én ret vinkel. Den ret-
te vinkel markeres med en [1 som markeringen af vinklen. Vinkler
der ikke er rette, markeres med en cirkelbue. Trekanten navngi-
ves efter de tre punkter, fx trekant ABC eller AABC. Siderne i
trekanten navngives efter endepunkterne pa siderne eller efter det
modstdende punkt, men med lille bogstav sa der ikke opstar for-
virring om punkter og sider. Det lille bogstav kan betyde leengden
af siden eller veere navnet pa siden.
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A
¢ BC b a

AB

Nu ses der pa nogle af reglerne for en retvinklet trekant. Vi
skal se pa Pythagoras’ seetning, beregning af areal og forholds-
beregning. Til sidst defineres sinus og cosinus, som bruges til at
beregne vinkler og leengden af sider i den retvinklede trekant. Den
retvinklede trekant er udgangspunktet for udregninger i vilkarlige
trekanter.

Saetning 34 — Pythagoras seetning. For en retvinklet trekant ABC
hvor vinkel C er ret vil Bevis for Pythagoras’ seetning
2= g2 42
A
€
b
C a B

m Bevis I beviset bruges folgende figurer.

b a

Firkanten markeret med orange er et kvadrat, fordi det har fire

212
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rette vinkler og de fire sider er lige lange (a 4 b). Derfor vil arealet
af dette kvadrat veere

Fordi vinkelsummen i en trekant er 180°, og den rette vinkel er
90°, er summen af de to resterende vinkler i hver trekant 90°. Det
betyder, at summen af to vinkler der ligger overfor hinanden ogsa
er 90°. Det betyder, at vinklen i den lille firkant er 90°. Den lille
firkant markeret med gront, er altsa et kvadrat. Da sideleengden i
det lille kvadrat ¢, er arealet

Summen af arealet af de fire trekanter og det lille kvadrat er

1 1 1 1 2 5
5 a b+§ a b+§ a b+§ a-b+c¢"=2ab+c

Dette areal er det samme som arealet af det store kvadrat, derfor
er
2ab+ % =

Det kan reduceres til
2= p?

= Eksempel 105 I AABC er vinkel C ret, leengden af b er 6 og leeng-
den af a er 8.
Bestem leengden af c.

A
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A = 62+8

Az = 36+64
2 = 100
c = =410

Den negative lesning er ikke mulig, da leengder er positive. Laeng-
den af c er derfor 10. .

= Eksempel 106 I AABC er vinkel C ret, leengden af c er 8 og leeng-
den af a er 3.
Bestem leengden af b.

B

Oplysninger fra opgaven indseettes i Pythagoras’ seetning

8 = 41
64 9 + b?
64 —9 b?
55 b?
b +1/55

Da den negative losning ikke er mulig, da leengder er positive, er

b = /55.

Nu kan sterrelsen af en vektor bestemmes, ved Pythagors’ seet-

ning.

med formlen

Satning 35 Sterrelsen eller leengden af en vektor kan beregnes

|d| = \/a% +af

hvor ay og ay er storrelsen af komponenterne i 4.
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Video med eksempler pa an-
vendelse af Pythagoras seet-
ning.

Opgaver hvor Pythagoras seet-
ning skal anvendes.

Video med eksempel pa be-
regning af leengden af en vek-
tor og bestemmelse af en pa-
rameter i en vektor si leeng-
den af vektoren har en given
leengde.


https://youtu.be/iLBZ_zbjyHE
https://youtu.be/iLBZ_zbjyHE
http://matx.dk/opgaver/geo_retvinkel_areal_2.pdf
http://matx.dk/opgaver/geo_retvinkel_areal_2.pdf
https://youtu.be/TDihvo8KXQs
https://youtu.be/TDihvo8KXQs

Ovelse 139 Bestem leengden af en vektor fra A til B.

(2)

A

Ovelse 140 Bestem leengden af en vektor fra A til B.

(2)
A
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Ovelse 141 Bestem leengden af en vektor fra punktet A til B.
a) A(2,4) til B(—3,2) b) A(—2,2) til B(3,—3)

) A(0,1) til B(1,—5) d) A(—3,10) til B(—4,8)

—_— — — ——

Ovelse 142 Bestem leengden af vektorerne AB, BC, CD, AD og
AC.

(2)
A
D 4
B
7
1 d A
> (1)
2 1 1 2 3 4
~1
-2
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7.2 Vektor aritmetrik

En storrelse som ikke har en retning og derved er repraesente-
ret ved et enkelt tal kaldes en skalar. To vektorer der har samme
retning’ men ikke samme laengde, er proportionale og proportio-
nalitetfaktoren er en skalar.

Definition 29 — Skalar multiplikation. En skalar multipliceres pa en
vektor pé felgende made.

PR Ay k-ay
= ay N k-ay

! parallelle vektorer

Video hvor skalarmultiplika-
tion, vektor addition, subtrak-
tion og determinant gennem-
gas.
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[

Det er derfor muligt at beregne en vektors x og y komponenter,
hvis en vektor med samme retning er kendt. For at undersoge dette

ses igen pa retvinklede trekanter.
I Definition 30 To trekanter kaldes ensvinklede, hvis alle deres

vinkler er parvis ens.

Seetning 36 Forholdet mellem ensliggende sider i ensvinklede
retvinklede trekanter er konstant. Konstanten kaldes forsterrel-

sesfaktor F.

A
b c
C a B
a_b_c_op
r S t
m Bevis Arealet af trekant ABC er
% a-b
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og arealet af trekant RST er

T r—acC S/B

Arealet af trapezen ACTR er

S—;bo(r—a)

Arealet af trekant RST er ogsd summen af den lille trekant (gren)
og trapezen (rod) ACTR.
1 s+b

1
5 S r=— -(r—a)—l—i-a-b

Ved at gange med 2, kan det reduceres til
s-r=(s+b)-(r—a)+a-b
Ved at gange de to paranteser ud, kan det omskrives til
s-r=s-r—s-a+b-r—a-b+a-b

Her gara-bogs-rud

s - a leegges til

sca=b-r
Der divideres med s - r

s-a__b-r

s-r S-r

VEKTORER
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Brokerne forkortes b
a

ro s
Dette beviser den forste del af seetningen. For at vise den anden

del anvendes Pythagoras’ seetning. For trekant ABC geelder at
a®+b* =2

Ved at gange med s?, bliver det til
a4 =82

Vi har lige vist at s -a = b - r og s& vil 4> - s = b% - 12,
b b2 =82

b? kan sattes udenfor parentes pa venstre side.
V(12 4s%) =c2-s2

Det folger af Pythagoras’ seetning, at r* + 52 = 2.

Vo= 8

Da alle storrelser er positive, kan dette omskrives til

b-t=c-s
Der divideres med ¢t - s
bt «c-s
ks tes
Brokerne forkortes
b ¢
s ¢t
Dette beviser den anden del af seetningen. "

= Eksempel 107 De to trekanter ABC og DEF er ensvinklede. Nogle
af sideleengderne er oplyst pa figuren.
Bestem leengden af a.

F
A d
c 6
3
C a B D 10 E
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Forholdet mellem de to trekanter er %, det betyder at

-10=5

N W

Qvelse 143 De to trekanter ABC og DEF er ensvinklede. Nogle
af sideleengderne er oplyst pa figuren.

Bestem |AB| og |DE].

F
A
6
2
C 3 B D E

@velse 144 De to trekanter ABC og DEF er ensvinklede. Nogle
af sideleengderne er oplyst pa figuren.

Bestem |AB| og |CD|.

A

Sterrelsesforhold er ikke kun konstant for retvinklede trekanter,
det geelder ogsa for trekanter der ikke er retvinklede.

VEKTORER
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Satning 37 Forholdet mellem ensliggende sider i ensvinklede
trekanter er konstant. Konstanten kaldes forsterrelsesfaktor F.

—
—

Definition 31 — Determinant. Determinanten det(d,b) mellem to
vektorer d@ = (ay,ay) og b = (by, by) er

-
-

det(ﬂ, b) = dy - by - ay . bx

Satning 38 To vektorer er parallelle hvis og kun hvis deres de-
terminant er 0.
d||b < det(da,b) =0

nBevis To vektorer, der er forskellige fra nul-vektoreren 0= (0,0),

er parallelle hvis og kun hvis @ = k- b.

—
—

det(a,b) = ay-by, —ay- by Definition 31
=ay-k-ay—ay-k-ay i=kb
=0
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Video med eksempel pa afgo-
relse af om to vektorer er pa-
rallelle og bestemmelse af en
parameter sa to vektorer bli-
ver parallelle.


https://youtu.be/gzL0TeaK8Lo
https://youtu.be/gzL0TeaK8Lo

= Eksempel 108 To vektorer er givet ved
7=(,4) b=(-35)
Bestem determinanten af @ og E

—
—

det(7,b)=2-5—4-(—3)=10+12 =22

= Eksempel 109 To vektorer er givet ved
=01 b=(1,5)

Bestem vaerdien af ¢ der gor @ og b parallelle.

Forst bestemmes determinanten
det(7,b)=2-5—t-1=10—t

Hvis de to vektorer skal veere parallelle skal determinanten veere 0.

0=10—t¢
t=10
Nar t = 10 er de to vektorer parallelle. .

Qvelse 145 Bestem determinanten for de to vektorer.
a) = (4,5 0gb=(-32). b)7=(-1,2o0gb=(21).

Q) d=(1,000gb=(-1,2). d)7=(1,-2)ogh=0,5).

Ovelse 146 Bestem veerdien af ¢ sa de to vektorer er parallelle. .
Opgaver hvor verdien af t

skal bestemmes sa de to vek-
torer er paralllelle.

a) 7=(45)0gb =(42). b)d=(-1,0gb=(21).
Q) @=(0)ogb=(-1,2). d)7=(1,-2)ogb={(t5).

For at undersoge vinklen mellem 1. aksen og en vektor bruges
sinus og cosinus

Sinus og cosinus er defineret ud fra enhedscirklen. Enhedscirk-
len er en cirkel med radius 1 og med centrum i (0,0).
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Definition 32 Sinus til en vinkel, v, er defineret som y-koordinaten
til skeeringspunktet mellem enhedscirklen og den rette linje som
skeerer x-aksen i (0,0) og danner vinklen v med x-aksen.

/}—L\ v
sino|------ L -
1 1
|
|
|
0 |
\ 2 2
1
2
\_I

Definition 33 Cosinus til en vinkel, v, er defineret som x-koordinaten
til skeeringspunktet mellem enhedscirklen og den rette linje som
skeerer x-aksen i (0,0) og danner vinklen v med x-aksen.

Seetning 39 For alle vinkler v geelder at

sin(v)2 4 cos(v)? = 1

m Bevis Ved at bruge Pythagoras seetning pa trekanten markeret
med rodt fas

sin(v)? + cos(v)? = 12

Dal?=1

sin(v)? + cos(v)? = 1
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https://youtu.be/cLQX9V4Ss4Q
https://youtu.be/cLQX9V4Ss4Q

Sif|v
v
1 1 COS 1)
\ _5
1
2
\7}

Definitionen af sinus og cosinus kan udvides til alle retvinklede
trekanter ved at bruge forholdsberegning.

Saetning 40 For den retvinklede trekant ABC hvor vinkel C er
ret, er
. Modstidende Hosliggende
Siny = ———— 0g 0S¥ = ——>——
Hypotenuse Hypotenuse
Hypotenuse
Modstaende
v
Hosliggende
Hypotenuse
Modstaende
1 .
sinv
v v .
cos v Hosliggende

Forholdet mellem siderne i de to trekanter er
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Hypotenuse = Modstéende  Hosliggende

1 sin v COS U

Ved at se pa forholdende to og to kommer folgende ligninger
hvor sin og cos kan isoleres.

Modstéende Hosliggende
Hypot = ———— og Hypot =—0°0
ypotenuse Sno og Hypotenuse -
. Modstaende Hosliggende
sinv = COSV = ——— 22—

Hypotenuse 0 ~ Hypotenuse

2

\’ fax > (1)

Forholdet mellem vinklen v, og sterrelsen af komponenterne dy
og dy, ses pa enhedscirklen

dy = |d|-cos(v)

<
~—

d| - sin(
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v
1 1 1
2 1 2
2
\

» Eksempel 110 Bestem vinklen mellem vektoren 4 = (3,4) og
1. aksen.
Forst bestemmes leengden af vektoren

4| = V32 +42=19+16=V25=5

Nu kan vinklen bestemmes med ligningen a, = |4| - cos(v), hvor

v isoleres.
-1 3 o
U = COoS 5 = 53.13

Maple
with(Gym):
invCos(3/5)
53.13010235

GeoGebra
cos 1(3/5) Det er en knap i f(x)
— 53.13°

u Eksempel 111 Vinklen mellem en vektor 4 = (t,4) og 1.aksen er
30°.

Bestem veerdien af t.
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Forst anvendes ligningen a, = | 4| - sin(v). Ved at indsette de
veerdier der er kendt fremkommer folgende ligning.

4= /42 + 2 5in(30°)

Denne ligning loses i et veerktejsprogram og lesningerne til lignin-
genert=6928 ogt = —6.928.

Satning 41 — Tangens. For den retvinklede trekant ABC hvor
vinkel C er ret, er

_ Modstédende

tano = Hosliggende

Hypotenuse
Modstiende

0

Hosliggende

(1)
1 1 1
\ 2 2
1
2
\_}

Dette kan bruges til at bestemme vinklen mellem en vektor @ og

1.aksen. Den forste komponent i vektoren er den hosliggende side
og andenkomponenten er den modstdende side.

a
tanv = Y
Aax
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= Eksempel 112 Bestem vinklen mellem vektoren 7

1. aksen.
2

tan ! ( Z ) = 33.69°

an < 3) 33.6
Maple
with(Gym):
invTan(2/3)

33.69006752

GeoGebra
tan~1(2/3) Det er en knap i f(x)
— 33.69°

Ovelse 147 Bestem vinklen mellem vektoren 7@ og 1.aksen.

a) 7 = (1,2). b) 7 = (—1,4).
0 7=1(01). d) 7 = (3,0).
) 7= (—4,2). f) 7=(1,0).

@velse 148 Bestem f s& vinklen mellem vektoren @ og 1.aksen

er 40°.

a) a4 = (t,2). b) @ = (—1,t).
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7.2.1 Vektoraddition

To vektorer kan leegges sammen og resultatet, kaldes den resulte-
rende vektor.

De to vektorer 7 og b leegges sammen og den resulterende vektor
bliver c.

Sy
+
SH
I
ol

i~
Y

S

S

|
—_
[

Bemeerk at det giver samme resultat, om det er @ + beller b + .

Qax
Definition 34 — Vektor addition. Summen af to vektorer @ = ( )

Ty
L [ bx
ogb = j, | ersummen af sterrelsen af hhv. x- og y-komponenterne.
Y
o ax by ay + by
C=d+b= + =
ay by ay + by
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Syl
<l

\/ {[l}/
a

21
=

Bemeerk at ay og lg har modsat fortegn i eksemplet, og derfor
peger pilene i hver sin retning.

u Eksempel 113 Bestem summen af 4 = (1, —3) og b= (—5,7).

Ovelse 149 Bestem summen af de to vektorer.
a) @=(45)0gb=(-3,2). b)d=(-120gb=(21).
Q) @=(L000ogh=(-12). d)7=(-32o0gb=(32).
En vektor som har samme storrelse som 7, men modsat retning

betegnes —4.
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ST

Definition 35 — Vektor subtraktion. Ved beregning af @ — b forstas
a+(-b)

= Eksempel 114 To vektorer er givet ved

/1 - (4
a = (o] =
-3 6 7
Bestem 7 —2- b.
(1 4
a—2-b= -2
-3 7
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Qvelse 150 To vektorer er givet ved
- —1l 7 S
a = (0] =
2 & 2

ovelse 151 To vektorer er givet ved

() ()

Bestem 2- 7 + b.

1 - -
Bestem —-a — b.
estem 5 - 4

I Definition 36 To vektorer 7 og b er ortogonale hvis vinklen mel-
lem dem er 90°.

(2)
A

[y

En vektor har flere vektorer der er orthogonale til dem, men
feelles for dem er, at de alle er proportionale. Det vil sige, at hvis
b er ortogonal pa 4, sa vil alle ortogonale vektorer til @ kunne
skrives som k- b hvor k er en skalar.

VEKTORER 233



Definition 37 En tvaervektor til en vektor 7 er en vektor som star
vinkelret pa @ drejet i mod uret retning. En tveervektor kaldes 4.

() ()
ay Ay
(2)

A

ST

QY

Definition 38 — Skalarprodukt. Skalarproduktet mellem to vektorer
dogher
a-b=ax-by+ay-by

Satning 42 To vektorer @ og b er ortogonale hvis og kun hvis

i-b=0

n Bevis To vektorer @ og ber orthogonale hvis og kun hvis

Deres skalarprodukt er derfor
i-b=ayx k- (—ay)+ay k-ax
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Video med bevis for formler
til beregning af vinklen mel-
lem to vektorer.


https://youtu.be/H6t3fl2bMyw
https://youtu.be/H6t3fl2bMyw

Ved reduktion fas at
i-b= —k-ay-ay+k-ayx-ay

Det ses nu tydeligt at

=y

SH
Il

o

= Eksempel 115 To vektorer er givet ved
Opgaver hvor t skal bestem-

mes sd to vektorer er ortogo-
— 2t - —t nale.
a= b =
3 12

Bestem f sa de to vektorer er ortogonale.

Forst beregnes deres skalarprodukt.
b =2t (—t)+3-12

Skalarproduktet skal veere 0O for at vektorerne er ortogonale og
derfor er det folgende ligning der skal lgses.

0= —2t2+36

t = V18 og t = —V/18 er begge losninger til ligningen. .

Seetning 43 Vinklen mellem to vektorer 4 og b, som ikke er o,
opfylder at

b

- |b]

[

cos(v) =

=l

n Bevis I folge definitionen af skalarproduktet er

E-E:ax-bx+ay-by
Ved at anvende vinkeldefinitionen @ = (|ay| - cos v, |a,| - sinv
p& a og b fas
7-b=|d| cosv-|b| cosw+|d| sinv-|b|-sinw
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QY

Koordinatsystemet kan drejes sa den ene vektor ligger parallelt
med 1. aksen.

(2)
A

Ql

S

@b =|d| cosv-|b| cosO+|d|-sinv-|b|-sin0
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Ved at se pa enhedscirklen indses, at cos0 = 1 og sin(0 = 1.

@-b=|d| cosv-|b]|
Ombytning af to faktorer

—

i-b=|7| |b| cosv

Afslutningsvis divideres med || - |?|, hvorefter det enskede
opnas.
b
0]

Ql

= COS U

>

u Eksempel 116 Bestem vinklen mellem de to vektorer 4 og b

(06

(2)
A

S

I
—_
QY

For at udregne vinklen bruges formlen

b

Ql

= COS 0

=
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Tallene fra de to vektorer indseettes.

4-3+(-1)-2
VE+ (1) V3 + 2
Efter udregning giver det

= COS 0

10
V17 - |V13]

Ved omregning til decimaltal

= CO0Ss U

0.6726727940 = cosv
Det giver en vinkel pa 47.7°.

I Maple vil udregningen af vinklen kunne gores med komman-

doen vinkel.

Maple
with(Gym):
vinkel(<4,-1>,<3,2>)

47.72631098

I GeoGebra ville udregningen af vinklen kunne geres med

kommandoen vinkel.

GeoGebra

Forst defineres de to vektorer.
a=Vektor((4,-1))
b=Vektor((3,2))

Nu kan vinklen beregnes.
Vinkel(a,b)

— 47.73°

Qvelse 152 Bestem vinklen mellem de to vektorer.
a) @ =(4,5) 0g b =(-32).
b) 2 =(-1,2) 0

c) a4 =(1,0) og
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@velse 153 Bestem de tre vinkler i figuren.

(2)
A

> (1)
—2 —/ 1 2 \3 4

B

Ovelse 154 Bestem de seks indre vinkler i figuren.

(2)
A
D 4
B
)
1 i A
> (1)
B, | 1 2 3 4
1
-2
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I nogle tilfeelde kendes kun leengden af vektorerne. Nar sddanne
problemstillinger kommer, kan ovenstdende formel ikke bruges.
Det er nedvendigt med en formel der kun ger brug af leengderne
af vektorerne. Se pa folgende problemstilling. Tre vektorer udger
siderne i en trekant ABC.

(2)
A

Bemeerk at

i—-b=7¢

Ved at kvadrere begge sider fas at
(7—b)* =2

@+ 07 270 =727
Fra den tidligere seetning haves at |7||b|cosv = @ - b, dette
indseettes i ligningen.
72+ 5% —2|7||b|cosv = ¢2

Bemeerk at 72 = | |2 Hvor v er vinklen mellem 7 og b.
Dette kan formuleres i felgende seetning.
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Satning 44 — Cosinusrelationerne. I trekanten ABC hvor a, b og
c er leengden af de tre sider og A, B og C er de tre vinkler i
trekanten, geelder folgende

? =%+ b* —2abcosC
b? = a® + ¢* — 2accos B
a? = b? + ¢* — 2bccos A

= Eksempel 117 I en trekant ABC har siderne felgende leengder
|AB| =5, |BC| =7 og |AC| = 9, bestem vinklen mellem siderne
AB og BC i trekanten.

Ved at bruge formlen ovenfor fas at
52472—-2-5-7 cosv =9
Ved at lose denne ligning fés vinklen til 95.7°. .

= Eksempel 118 I en trekant ABC har siderne folgende leengder
|AB| = 6, |BC| = 4 og vinklen mellem dem er 40°.

Bestem leengden af siden AC i trekanten.

Ved at bruge formlen ovenfor fas at
62442 —2.6-4-cos40° = |ACJ?

Ved at udregne dette f&s |AC]| til 3.9. .

I Maple kan denne type problemstillinger loses med komman-
doen trekantsolve

Maple
with(Gym):
trekantsolve(c = 6, a = 4, B = 40, "ABC")

{A = 41.21140419, C = 98.78859577,b = 3.902546187 }

For at lese problemstillinger hvor to vinkler og én side er kendt
som dette

Opgaver hvor vinkler i en tre-
kant, hvor tre sider er kendt,
skal bestemmes.

Opgaver hvor sider og vinkler
skal bestemmes i en trekant,
hvor to sider og en mellemlig-
gende vinkel er kendt.
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Maple
with(Gym):
trekantsolve(c = 7, A = 25, B = 40, "ABC");

{C = 115.0000000, 2 = 3.264153603, b = 4.964663589 }

bruger Maple folgende seetning.

Satning 45 For to vektorer @ = (ay, ay) og b = (by, by) geelder at

det(7, b

= =sinv
la|-|b]

hvor v er vinklen mellem de to vektorer.

= Bevis Ifolge definitionen af determinanten er

det(E, E) = Ay - by - ay . bx

Ved at anvende vinkeldefinitionen @ = (|ay| - cos v, |a,| - sinv
pé @ og b fés
det(a, 3) =|d|-cosv- |3| -sinw + |d|-sinv- |3\ - cosw

(2)
A

Y
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Koordinatsystemet kan drejes s& den ene vektor ligger parallelt
med 1. aksen.

(2)
A

[y

S

det(7,b) = |d|-cosv-|b|-sin0+ || sinv-|b|-cos0
Ved at se pa enhedscirklen ses, at cos0 = 1 og sin0 = 1.
det(d,b) =|d|-sino-|b|
Ombytning af to faktorer
det(d,b) =|d|-|b|-sino

Afslutningsvis divideres med || - |E|, hvorefter det enskede
opnas.

det(, D)

= =sinv
la|-|b]

To vektorer vil ‘udspeende’ et areal, som enten kan veere en tre-
kant eller et parallelogram. Arealet af parallelogrammet er dobbelt
sa stort som arealet af trekanten.

VEKTORER
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Seetning 46 For to vektorer 4 og b geelder at
Ppreal = |det<ﬁ, b)l = |E| o |E| 0 sin(v)

Hvor Payeq er arealet af det parallelogram de to vektorer ud-
spaender.

= Bevis Som det tidligere er set drejes koordinatsystemet saledes,
at en af vektorerne er parallel med 1. aksen.

(2)
A
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Derefter bestemmes hejden i parallelogrammet.

(2)
A

Arealet af parallelogrammet er heojden gange leengden af grund-
linjen. Hejden er y-komponenten af @ der er | 4| - sin v og leengden
grundlinjen er | b|. Derfor bliver arealet af parallelogrammet

Ppreal = |b| : |E| -sinv

Denne seetning kan blandt andet bruges til at regne folgende
problemstilling.

= Eksempel 119 — To sider og et areal. En stumpvinklet trekant har to
sider med leengderne 4 og 9, og arealet af trekanten er 15.

Bestem vinklen mellem de to sider?

Tallene fra opgaven seette ind i formlen Payeq] af trekant = /2 |f;| .
|a| - sinw.

15=1/2-4-9sinv
Dette giver en vinkel pa 56.44°, men da trekanten er stumpvinklet
er vinklen 180 — v. S& vinklen er 123.56°. .

I Maple vil ligninger kunne loses med felgende kommandoer

Opgaver hvor areal af paral-
lellogram skal bestemmes

Opgaver hvor arealet ud-
spaendt af to vektorer er kendt
og en parameter f skal bestem-
mes.
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Maple
with(Gym):
solve(15 = 9% (1/2x4)*Sin(v))

56.44269024

180-56.44269024
123.5573098

Seetningen kan ogsé bruges til at beregne arealet af det parallel-

logram som to vektorer udspeaender. Video hvor en vinkel skal be-

stemmes nar to sider og et are-

= Eksempel 120 — Areal udspaendt af to vektorer. Lad to vektorer @ og b
al er kendt.

veere givet ved

a) Bestem arealet af det parallellogram som vektor 7 og b udspaender.

|d€t(ﬁ, E)‘ = |4 -5-2. 1| =20—-2=18 Opgaver hvor en vinkel skal
bestemmes nér to sider og et
I Maple kan kommandoen arealP bruges til at beregne arealet areal er kendt.

af parallellogrammet. Hvis det er arealet af trekanten, der skal
bestemmes, skal dette areal deles med 2.

Maple
with(Gym):
arealP(<4, 1>, <2, 5>)

Opgaver hvor arealer ud-
18 spaendt af to vektorer skal be-
stemmes.

I GeoGebra skal de to vektorer skrive i en matrix. Det betyder at

() =0

b Sk
skal skrive pa formen E A
Video hvor jeg forklarer hvor-
4 2 dan arealet udspaendt mellem
= to vektorer beregnes.
)

I GeoGebra gores dette pa felgende made

246


https://youtu.be/Xyr5JjFclF8
https://youtu.be/Xyr5JjFclF8
http://matx.dk/opgaver/trigo_arealbestemvinkel.pdf
http://matx.dk/opgaver/trigo_arealbestemvinkel.pdf
http://matx.dk/opgaver/plan_areal.pdf
http://matx.dk/opgaver/plan_areal.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=Ywnc_ife84
https://www.youtube.com/watch?v=Ywnc_ife84

GeoGebra
M={{4,2},{1,5}}
Determinant (M)
— 18

Arealet af parallellogrammet er 18. .

Seetning 46 kan bruges til at vise folgende

Satning 47 — Sinusrelationerne. For en trekant ABC geelder der,

at . . .
sinA _sinB  sinC

a b ¢

m Bevis Fra ovenstdende seetning haves, at arealet af en trekant
kan udregnes som produktet af to sideleengder og sinus til deres
mellemliggende vinkel delt med 2. Dette er fordi der er tre hjorner,
der beregnes pa tre mader, der alle er lig hinanden - fordi det er
arealet af den samme trekant, der beregnes.

PArealaftrekant = 1/2|b| : |E‘ -sinC = 1/2|?| ’ |E| -sinB = 1/2‘b| ’ |?‘

Ligningerne kan reduceres ved at dele med en halv gange produk-
tet af alle tre sideleengder.

12b|-|@|-sinC _ 1/2|C|-|@|-sinB _ 1/2|b]-|

-sin A

C|-sinA

P = al — = dl — i
frealateelant = Spala] - Jol - [€]  valal-[b]- [T Valal-
Efter reduceringen fés udtrykket

sinC sinB sinA
PArealaftrekant: ‘?| = |b| = |E|

Denne szetning giver mulighed for at beregne problemstillinger
hvor to eller tre vinkler er kendt.

= Eksempel 121 — To vinkler og en side. En trekant har en side AB med
leengden 28 og to tilstedende vinkler pa A = 50° og B = 60°.

Bestem leengden af siden BC.

Forst bestemmes den modstaende vinkel til siden AB, det er vinkel
C.
ZC =180° —50° — 60° = 70°

b <]

Opgaver hvor sider og vinkler
skal bestemmes i en trekant
hvor to sider og en ikke mel-
lemliggende vinkel er kendt.
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Nu kan leengden af BC = a bestemmes med formlen g =

sin A
pa
sin70° _ sin50°
280 a
Det giver en sideleengde af BC pa 22.8. ]

= Eksempel 122 — Tre vinkler og arealet. I en trekant er de tre vinkler o . .
pgaver hvor sider og vinkler

A =50° B =100° og C = 30°. Arealet af trekanten er 25. skal bestemmes i en trekant,
hvor én side og to vinkler er
Bestem leengden af de tre sider. kendt.

Tallene seettes ind i de tre ligninger

Pareal af trekant = 1/2|b| - || -sin C = 1/2|¢|-|@| -sin B = 1/2|b| - || -sin A
Det giver

25 =1/2|b|-|d]|-sin30° = 1/2|¢|- || -sin 100° = 1/2| b | - | €| - sin 50°

Losningen til dette ligningssystem er 4 = 8.8, b = 11.3 og ¢ = 5.8.

I Maple kan dette ligningsystem leses med kommandoen solve.
Bemeerk at der ogsa er en losning hvor a, b og ¢ er negative, men
dette giver ikke mening geometrisk og derfor ses bort fra denne
losning.

Maple

with(Gym):

solve([25 = (1/2)*axb*Sin(30), 25 = (1/2)*axcxSin(100),
25 = (1/2)*b*xcxSin(50)1)

{a = 8.819648028, b = 11.33832095, c = 5.756616412},

{a = —8.819648028, b = —11.33832095, c = —5.756616412}

Seetning 48 Vektor 7 projekteret pa vektor b giver projektionsvek-
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toren aj, som er givet ved formlen

[
(Sl

b

—

ap =

S .

| 2

u Bevis Forst bemerkes at a, = k- b. Som tidligere anbringes den
ene vektor for syns skyld parallelt med 1. aksen.

(2)
A

U

|
Y
S
—~
—_
~

Af tegningen ses det, at

i-b=a-b
Dad, =k-ber

G-b=k-b-b
b-b=|b]?

ia-b=k-|b?

Video med bevis for formlen
for projektion af en vektor pa
en anden vektor.
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Herefter divideres med |E\2

b
20—k
|b|?
Deraf folger at
5-205
|b|?

= Eksempel 123 To vektorer er givet ved

-)w(

Bestem projektionen af @ pa b.

S

a-

- _54+1.(3) (4) _20-3 (4 17 (4
T T (=3) 3) 16+9 \_3/ 25 \_3

Det giver en projektionsvektor a;, = (2.72, —2.04).

b

Tallene indseettes i formlen a;, =

S

| 2

I Maple kan problemstillingen loses med kommandoen proj.

Maple : Projektionsvektor.
with(Gym):
proj(<5’1>l<4l '3->)

2.72
—2.04

I GeoGebra er det lidt mere besveerligt.

GeoGebra : Projektion.

Forst defineres det punkt (vektor) som skal projekteres.

A=(5,1)

Derefter defineres den vektor som der skal projekteres pd.
b=Vektor((4,-3))

Derefter konstrueres en linje, der gir gennem (0,0) og har vektor b
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som retningsvektor.

g:Linje((0,0),b)

—3x+4y =0

Derefter konstrueres en linje, der gidr gennem A o0g stdr vinkelret pd b.
f:Vinkelret(A,b)

— —4x+3y =17

Projektionen af vektor @ pd vektor ber skeeringspunktet mellem linjer-
ne fog g.

B=Skaring(f,qg)

— (2.72,-2.04)

A/f
H a
-1 1 2 3 5 6
—11 ;
B

—all

—al

4

. 3 - —2
ovelse 155 To vektorer 4 = . og b= .

a) Beregn leengden af 4.

b) Beregn leengden af b.

¢) Beregn vinklen mellem 7 og b.

d) Beregn leengden af projektionen af vektor 7 pa b.
e) Beregn leengden af projektionen af vektor b paa.

f) Bestem koordinatseattet til projektionen af b pad.

VEKTORER 251



3 " t—1
@velse 156 To vektorer 7 = <t> ogb = < . )

a) Beregn leengden af b nar t = 4.
b) Beregn vinklen mellem 7 og bnér t = 3.
¢) Beregn verdien af t, sa @ og b er ortogonale.

d) Beregn arealet af det parallelogram som d og b udspeender
nar t =2

e) Beregn veerdien af t, s& 4 og ber lige lange.
f) Beregn veerdierne af ¢, sd @ er tre gang sa lang som b.
g) Bestem veerdien af t, sa 7 og b er parallelle.

h) Beregn veerdien af ¢, sd arealet af trekanten udspeendt af @
og b er 42.
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8
Analytisk geometri

I analytisk geometri gennemforer vi en reekke analyser af forskelli-
ge geometriske problemstillinger. De geometriske problemstillinger
tager udgangspunkt i nogle generelle problemer som man seger
en losning pa fordi de opstar i mange situationer. I dette kapitel
behandles tre typer af geometriske objekter. Punkter, rette linjer og
cirkler.

8.1 Punkter og rette linjer

Definition 39 Et punkt i planen er defineret som det der ikke kan
deles, i modseetning til linjestykker som kan deles. Et punkt er
givet ved dets koordinater (x,y).

I modseetningen til en linje som har uendelig udstreekning, sa
er et linjestykke en linje med en endelig udstreekning eller leengde.

Seetning 49 — Regneforskrift for ret linje. Ligningen for en ret linje !
gennem punktet P(0,b) med heeldningskoefficient a har regne-
forskriften

l:y=a-x+0




Bemeerk, at der ikke er tale om en definition men en seetning.
Prov om du kan vise, at det er rigtigt. Husk pa at der er to veje at
vise.

Som repetition af en seetning til at bestemme a og b i den rette
linje, nér to punker er kendt.

Saetning 50 — Haeldningskoefficient og skaering med 2.aksen for ret linje.
Heeldningskoefficienten a for linjen I gennem punkterne P(x1, 1)
og Q(x2,y2) kan beregnes med formlen

_P2—hn
Xy — X1

a

Skeeringen med y-aksen (0, b) kan beregnes med formlen

b=yi—a-y;

hvori=1,2
Ligningen for linjen | gennem punktet P(x1,y;) med heeld-
ningskoefficienten a kan beregnes med formlen

y=a-(x—x1)+y

(1)

Den sidste del af seetningen er meget brugbar i nogle typer af
opgaver.

= Eksempel 124 En ret linje | gar gennem punkter (3,4) og har
heeldningen 2.
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a) Bestem en ligning for den rette linje /.
Tallene indseettes i formlen.
y=2(x—3)+4
Parentesen ganges ud.
y=2x—6+4

Ligningen reduceres.

y=2x-2

Satning 51 — Ortogonale linjer. To linjer er ortogonale / star vinkel-

ret pd hinanden, hvis produktet af deres heeldningkoefficienter
er -1.

ET

Bevis for seetningen for ortog-
onale linjer.
B

m Bevis De to trekanter ABC og ACD er ensvinklede da
ZCAB + /B =90°

0og
/CAB+ ZCAD = 90°
fordi s§ vil

LCAB+ /B = ZCAB+ ZCAD
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og ved at trekke ZCAB fra pa begge sider fas at
4B = /CAD

Og da ZC ibegge trekanter er ret, sa er alle vinklerne i de to trekan-
ter ens. Vi har nu vist at trekanterne ABC og ACD er ensvinklede.
Da de to trekanter er ens vil

og ved at gange med c pd begge sider af lighedstegnet fas at

a 1
=C+ —

1 s

hvilket kan reduceres til

som egnsket. "

Seetningen kan bruges i to tilfeelde. 1) Nar en ortogonal linje
skal bestemmes. 2) Nar det skal afgeres om til linjer er ortogonale.

= Eksempel 125 En linje er givet ved

l:y:%x+4

a) Bestem en ligningen for en ret linje m, der er ortogonal pa [
og gar gennem punktet (5, —2)

Da m er ortogonal pa I, er haeldningen pa m —3 fordi
_3. % =1
og da m skal ga gennem punktet (5, —2) bliver ligningen
y=—-3(x—-5)—-2
Ved at gange parentesen ud fés, at
y=-3x+15-2

Ved at reducerer.
y=—-3x+13
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= Eksempel 126 To linjer er giver ved

I: 3x+y—-2=0

m: x—=2y+4=0

a) Afger om [ og m er ortogonale.
Forst omskrives [ og m til formen y = ax + b.
[:3x+y—-2=0&y=-3x+2
1
m:x—2y+4:0<:>—2y:—x—4@y:§x+2
Da
_3.1 £ -1
2

er de to linjer ikke ortogonale. .

Seatning 52 — Lodret linje. Ligning for en lodret linje gennem
punktet P(k,0) er
x=k

I modseetning til funktioner kan linjer godt veere lodrette. En
lodret linje er parallel med 2.aksen og stér vinkelret pd 1.aksen.

Satning 53 — Haeldningsvinklen med 1.aksen. Haeldningsvinklen v
er vinklen fra x-aksen til [ i positiv omlebsretning er

v = tan"!(a) = invTan(a)

()
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mBevis Der er en retvinklet trekant med de tre sider I, 1.aksen og
den lodrette linje, som er én leengere ude af 1.aksen end skeerings-
punktet mellem / og 1.aksen. Hejden i den retvinklede trekant er a.

Derfor bliver vinklen tan(v) = % =a. .

= Eksempel 127 — Heeldningskoefficient og vinkel. En ret linje gar gen-
nem punktet (4,8) og har haeldningsvinklen 50°.

a) Bestem en ligning for linjen.

Maple
with(Gym):
Tan(50)
1.191753593

Linjen har heeldningskoefficienten 1.19. Ligningen for linjen bliver

y = 1.191753593(x — 4) + 8

GeoGebra

Forst defineres punktet
P=(4,8)

Heeldningen af linje beregnes.
a = tan(50°)

—a=119

Forskriften for I opstilles
liy=a-(x—4)+8
—y=119x+3.23
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= Eksempel 128 — Haeldningskoefficient og vinkel. En ret linje er givet

ved forskriften y = —2x + 4.

a) Bestem haeldningsvinklen for linjen.

Maple
with(Gym):
invTan(-2)
—63.43494883

Linjen har heeldningsvinklen 180° — 63.44° = 116.56°.

GeoGebra

Heldningen omregenes til en vinkel med tan !
a=tan 1(-2)

— —63.43°

Satning 54 — Afstand mellem to punkter. Afstanden mellem to punk-
ter A(x1,y1) og B(x2,y2) kan beregnes med formlen

|AB| = /(2 — 11)2 + (42 — 11 2

)

B(x2,2)

P(x2,y1)
A(x1,y1)

m Bevis Da liniestykkerne AP, PB og AB udger en retvinklet tre-
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kant, er det muligt at bruge Pytagoras seetning pd denne trekant.
Gor man de far man felgende

|AB|? = |AP|? + |PB|?

Som det ses pé tegningen er |AP| = xp — x1 0og |PB| =y, — y1, ved
at indsaette dette i ovenstdende ligning fas folgende resultat

|AB]* = (x2 — x1)* + (y2 — y1)?

= Eksempel 129 Bestem afstanden mellem de to punkter A(—2,5)
og B(4,3).

AB| = /(4 (~2))2+(3-5)

GeoGebra : Afstand mellem to punkter.
A=(-2,5)

B=(4,3)

Afstand(A,B)

— 6.32

Satning 55 — Midtpunkt mellem to punkter. Midtpunktet M mellem
to punkter A(x1,y1) og B(x2,y2) kan beregnes med formlen

_(x1+x2 Y1ty
M- (B )
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= Eksempel 130 Bestem midtpunktet mellem de to punkter A(—2,5)

og B(4,3).
Mo ( 2+4,5+3)
(

1)

= (1,4)

GeoGebra : Midtpunkt mellem to punkter.
A=(-2,5)

B=(4,3)

C=Midtpunkt(A,B)

—(1,4)
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6,,
A
] 5+
C
4+ °
B
3T ]
2,,
1,,
I3 2 & 1 2 3 4 5

Definition 40 — Normalvektor. En normalvektor er en vektor som
stdr vinkelret pa det, som den er normal til.

Seetning 56 — Ret linje ud fra normalvektor og punkt. Ligningen for
a
linjen | gennem punktet P(x1,y1) med normalvektor 7i = (b)

har regneforskriften

a-(x—x1)+b-(y—y1)=0
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= Eksempel 131 En ret linje [ er givet ved

x 3 4
I: = +t-
<y> <6> <—2>
a) Bestem en ligning for den rette linje, som star vinkelret pa [

og gar gennem punktet P(—5,7).

Da retningsvektoren for / er normalvektor for den rette linje, som
star vinkelret pa /, bliver ligningen for den rette linje

4-(x— (=5) + (-2)(y-7) =0
Ved at gange parenteserne ud fas at
4x+20-2y+14=0
Ved at reducere fas at

4x —2y+34=0

Satning 57 — Parameterfremstillingen for ret linje ud fra retningsvektor
og punkt. Parameterfremstillingen for linjen / gennem punktet
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r
P(p1, p2) med retningsvektor 7 = ( 1) har regneforskriften
12

X r
Y p2 72
linjen ! vil have ligningen

72 72
= —X _— .
Y= P

Parameterfremstillingen for en linje med ligningen y = ax + b

(-0

kan veere

E 1)

= Eksempel 132 — Omskrivning af formler for ret linje. Linjen med lignin-
gen
6x—3y+9=0

kan omskrives til en linje pa formen y = ax + b ved at isolerer y.
3
6x—3y+9=0F3y=6x+9L y=2x+3

Parameterfremstillingen for en linje med ligningen y = ax + b kan

() =) )

veere
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I dette tilfeelde sa giver det parameterfremstillingen
x 0 1
= + t .
<y> <3> <2>

= Eksempel 133 — Linje gennem to punkter. To punkter er givet ved
A(—1,4) og B(1,3). Linjen gennem A og B kaldes I. En anden linje

m er givet ved
X 2 1
= 4+t
(y) (—2> <1>

Bestem en parameterfremstilling for | og bestem skeeringspunk-
tet mellem [ og m.

GeoGebra

Forst defineres de to punkter.
A= (-1,4)

B = (1,3)

Sd konstrueres |

Linje(A,B)

— X=(-1,4)+A(2,-1)
Sd defineres m.

m:X =(2,-2)+A-(1,1)
— X =(0,—4)+A(1,1)
Sd konstrueres skeeringspunktet mellem | og m.
C = Skaring(l,m)

— (5,1)

ANALYTISK GEOMETRI

265



En parameterfremstilling for [ er

()= () )

og skeeringspunktet mellem [ og m er (5,1).

Qvelse 157 En linje | er givet ved parameterfremstillingen

b)) ()

a) Beskriv linjen I ved et punkt og en retningsvektor.

b) Bestem koordinatseettet for punktet pa linjen /, nar para-
meterveerdien er t = 2.
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c) Tegn linjen I i et koordinatsystem.

@velse 158 En linje / er givet ved parameterfremstillingen

X -3 2
<y> ( 2 ) <1>
a) Bestem heeldningskoefficienten for I.

Ovelse 159 En linje [ er givet ved parameterfremstillingen
X -3 2
<y> ( 2 ) <1>
en linje m er givet ved ligningen
3x—y+3=0

a) Afger om de to linjer er parallelle.

b) Afger om de to linjer er ortogonale.

@velse 160 En linje [ er givet ved et punktet P(3,1) og en ret-

-3
ningsvektor 7 = ( 5 )

a) Opskriv en parameterfremstilling for linjen /.

b) Tegn linjen ! i et koordinatsystem.

@velse 161 En linje [ er givet ved et punktet P(3,1) og en nor-

5
malvektor 71 = ( 1).

a) Opskriv en parameterfremstilling for linjen /.

b) Opskriv en ligning for linjen I.
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c) Tegn linjen I i et koordinatsystem.

@velse 162 En linje  er givet ved et punkterne P(3,1) og Q(6,9).

a) Opskriv en parameterfremstilling for linjen I.

@velse 163 En linje | er givet ved et punkterne P(—3,2) og
Q(L,3).

a) Bestem en ligning for linjen ! pa formen ax + by +c = 0.

b) Tegn linjen [ i et koordinatsystem.

@velse 164 En linje [ har haeldningenskoefficient —1 og gar gen-
nem punktet (3,5).

a) Beskriv linjen I ved et punkt og en retningsvektor.
b) Opskriv en parameterfremstilling for linjen /.

c) Tegn linjen [ i et koordinatsystem.

Qvelse 165 En linje | er givet ved ligningen
x—=3y—2=0
a) Beskriv linjen I ved et punkt og en retningsvektor.
b) Opskriv en parameterfremstilling for linjen [.

c) Tegn linjen I i et koordinatsystem.

@velse 166 En linje / er givet ved ligningen
y=3-(x—2)+3
a) Beskriv linjen I ved et punkt og en retningsvektor.

b) Opskriv en parameterfremstilling for linjen I.
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c) Tegn linjen I i et koordinatsystem.

@velse 167 En linje [ er givet ved ligningen
3-(x—2)+2-(y+5) =0
a) Beskriv linjen I ved et punkt og en retningsvektor.
b) Opskriv en parameterfremstilling for linjen I.

c) Tegn linjen I i et koordinatsystem.

Qvelse 168 En linje | er givet ved ligningen
y=x+2

a) Bestem en ligning for den linje, der gar gennem punktet
(4,1) og er parallel med .

b) Bestem en ligning for den linje, der gar gennem punktet
(4,1) og er vinkelret pa .
Qvelse 169 To linjer er givet ved

Ii y=3x+1
m: x—3y=2

a) Bestem koordinatseettet til skeeringspunktet mellem / og
m.

@velse 170 To linjer er givet ved

I y=3x+1
m: x—3y=2

a) Bestem vinklen mellem / og m.

ANALYTISK GEOMETRI

269



@velse 171 En linje | er givet ved parameterfremstillingen

x 4 2
= +t-
<y> <2> <5>
a) Bestem en ligning for den linje m, der gér gennem punktet

(0,1) og er ortogonal pa I.

b) Bestem skeeringspunktet mellem [/ og m.

Seetning 58 — Afstand mellem punkt og linje med forskriften y = ax + b.
Afstanden fra punkt P(x;,1) til linjen I med ligningen y =

a-x+ber
dist(p,1) = 1231 byl
a2 +1

(1)

mBevis Da liniestykkerne PQ og CB er parallelle er ZQ og /B ens.
Og da bdade ZC og ZR er rette vinkler betyder det at trekanterne
PQOR og ABC er ensvinklede.

Da de to trekanter er ensvinklede er forholdet mellem ensliggende

sider konstant. Deraf folger at

|PR| 1

—_— = = 8.1

PQl ~ TaB| oy
|PR| er den afstand vi ensker at bestemme, s den vil vi kalde
dist(P,1) fordi der er afstanden mellem punktet P og linien /.
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|PQ| er den lodrette afstand mellem punktet P og linien /. Det
betyder at afstanden kun afhaenger af y-koordinaterne for punktet

og linien ndr x-koordinaten er x;. Y-koordinaten for punktet er y;.

Y-koordinaten for linien er ax; + b, fordi det er nar x-koordinaten
er x1 og linien har forskriften y = ax 4 b og hvis s& x-koordinaten
er x1 sa bliver y-koordinaten ax; + b. Derfor bliver

|PQ| = y;—(ax;+b) (8.2)

Afstanden |AB| er hypotenusen i en retvinklet trekant sa derfor vil
|AB|? = 1% + a®. Derfor bliver

|AB| = Va?+12 (8.3)
Ven nu at indseette ligning 8.2 og 8.3 i ligning 8.1 fas at
dist(P,1) 1

ly1 — (ax1 +b)| Va2 412

Nu ganger vi med |y; — (ax; + b)| pa begge sider af lighedstegnet.

dist(P,1) 1
—(ax1+b)|  ——F————— = y1 — (a1 +D)|  ——=
|y1 ( 1 )| |y1—(ax1—|—b)| lyl ( 1 >| \/m
Og dette kan reduceres til
) [y —axq — b
dist(P,]) = ——n—
(B1) a? +1
som ensket. .

= Eksempel 134 — Afstand fra punkt til linje. En linje / er givet ved
I:y=3x+1
a) Bestem afstanden fra [ til P(2,4).

3-241—4|

V3241
6 — 3]
1

dist(P,1) =

2

o

553
<+

95

I GeoGebra kan opgaven lgses med kommandoen Afstand.
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GeoGebra

Forst defineres I og P.

P=(2,4)

l:y=3x+1

Derefter bestemmes afstanden mellem dem.
a=Afstand(P, 1)

— 0.95
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Satning 59 — Afstand mellem parallelle linjer. Afstanden mellem to
parallelle rette linjer med forskriften

I: y=ax+b
m: y=ax-+c
kan beregnes med formlen

lc — b
a2 +1

dist(I,m) =

= Bevis Et punkt pad den ene linje veelges hvor x = 0, her er y = b.

Herefter bruges afstanden mellem punkt og linje

_|a-04+c—b]  |c—Db
a?+1 a2 +1

dist(P, m)

Saetning 60 — Afstand mellem punkt og linje pa formen ax + by +c = 0.
Afstanden fra punkt P(xq,y7) til linjen / med ligningen

a-x+b-y+c=0
er

, l|a-x1+b-y1 +c|
dist(P,l) =
(&) Va% + b2

@velse 172 En linje [ er givet ved ligningen
3x -4y —-15=0

a) Bestem afstanden til punktet (2,1).

Ovelse 173 En linje [ er givet ved parameterfremstillingen

(-0

a) Bestem afstanden til punktet (0,1).
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= Eksempel 135 — Projektion af punkt pa linje. En ret linje I er givet ved
y=2x-3

a) Bestem projektionen af punktet P(—1,5) pa linjen I.

GeoGebra

Forst defineres linjen 1 og punktet P.

1:y=2x-3

P=(-1, 5)

Sd bestemmes den vinkelrette linje pd | som gdr gennem P,
g: Vinkelret(P,1)

— —0.5x +4.5

Projektionen af P pd | er skaeringen mellem I 0g g.

A: Skaring(l,q)

— (3,3)

P
8
-
Projektionen af P pa [ er (3,3). .

= Eksempel 136 — Projektion af punkt pa linje. En ret linje [ er givet ved
y=4x—-7

Bestem projektionen af punktet P(3,15) pa [
Projektionen af et punkt P pa en linje | er skeeringspunket
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mellem linjen / og den rette linje der gar gennem P og star vinkelret
pal.
Den linje der star vinkelret pa [ har haeldningen — %, sa ligningen

for linjen er

y:—%(x—3)+15

Maple
solve([y = —i(x—B) +15,y =4x—71)

{x=-Ly=-6}

Projektionen af P pi l er (—1, —6).

n
= Eksempel 137 — Vinkel mellem linjer i Maple. To linjer  og m er giver

ved

I: y=3x+2

= (0)-6) (%)

Bestem den spidse vinkel mellem de to linjer.
Vinklen mellem linjerne er den samme som vinklen mellem
deres retningsvektorer.

Maple
with(Gym):
vinkel(<4,-2>,<1,3>)

98.13010237

Den spidse vinkel er sd 180° — 98.13° = 81.87°.
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= Eksempel 138 — Vinkel mellem linjer i GeoGebra. To linjer / og m er
givet ved

< 00 ()

a) Bestem den spidse vinkel mellem I og m.

GeoGebra

Forst defineres de to linjer
1:—2x—-y+5=0

m:X = (51)+A(-2,1)

— X =(0,35)+A(-2,1)

Sd bestemmes vinklen mellem de to linjer.
Vinkel(I,m)

— 36.87°

Den spidse vinkel mellem ! og m er 36.87°. .
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» Eksempel 139 — Skaringspunkt mellem linjer. To linjer [ og m er giver

ved

I: y=3x+2

= (0)-6) ()

Bestem skeeringspunktet mellem de to linjer.

Maple
=7 =2
solve([y=3x+2, y=TX+9_ T.1] )

GeoGebra

Forst defineres de to linjer.
1:y=3x+2
m:X=(1,9)+A-(4-2)

— X =(0,9.5) + A(4,-2)

Sd konstrueres skeeringspunktet.
A=Skaring(l,m)

— (2.14,8.43)
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/-
_2/24

Skeeringspunktet er (2.14,8.43).

Qvelse 174 En linje | er givet ved ligningen
y=3x+2
a) Bestem afstanden til punktet (2,1).
n Eksempel 140 — Areal af trekant. Tre linjer [, m og n er givet ved

I: 4x+3y—11=0
m: x+4y—19=0
n: 3x—y—5=0

a) Bestem de tre skeeringspunkter mellem de tre linjer.

b) Bestem arealet af trekanten som de tre linjer danner.
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GeoGebra

Forst defineres de tre linjer.
1:4x4+3y-11=0

m:x+4y-19=0

n:3x-y-5=0

Derefter konstrueres deres tre skaeringspunkter.
A=Skaring(1l,m)

— (—1,5)

B=Skaring(n,m)

— (3,4)

C=Skaring(l,n)

—(2,1)

Til sidst beregnes arealet af trekant ABC.
a=Areal(A,B, ()

— 6.5
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8.2 Cirkler

Definition 41 En cirkel er defineret som en meengde af punkter,
der alle har samme afstand til et andet punkt. Dette andet punkt
kaldes for cirklens centrum. Maengden af punkter kaldes for
periferien. Afstanden mellem centrum og et punkt i periferien
kaldes for cirklens radius.

For at beskrive denne cirkel er der to ting, vi skal vide, det ene
er cirklens radius 7 , det andet er cirklens centrum C. Centrum for
denne cirkel er (2, —1) og radius er 5. Spargsmalet er sa hvordan vi
kan beskrive alle punkterne i periferien. Alle punkterne i periferien
skal have afstanden 5 til centrum, ved at bruge afstandsformlen
for afstanden mellem to punkter far vi at

(x =2+ (y+1)* =5

hvor x og y er koordinatseettet til punkterne i periferien.

Seetning 61 Ligningen for cirklen med centrum i C(x1,y1) og

radius 7 er

(x—x1)?+@y—y)=r

2)

Bevis for cirklens ligning.

\ (1)

= Eksempel 141 — Bestem centrum og radius. Ligningen for en cirkel er
givet ved

Py —6x+4y—12=0
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Bestem centrum og radius.
For at bestemme centrum og radius omskrives ligningen for
cirklen til formen

(x—x1)*+@y—y)=r

Ved at bruge kvadratsetningen a® + b* — 2ab = (a — b)? fas.

2 —6x=(x—3)%-9
Pyt —6xtdy—12=0" LY

Ved at bruge kvadratseetningen a” + b* + 2ab = (a + b)? fas.

2 _ 2_
(x—3)2 942 +ay—12=0" LA

Til sidst leegges 25 til.
(x—3)2-9+4+y2+4y—12=02 (x =32+ (x +2)2 =25

Nu ses det at centrum er (3, —2) og radius er 5. .

Seetning 62 Et punkt P(xp, 1) ligger udenfor cirklen med cen-
trum i C(x1,y1) og radius r hvis

(2 =212+ (2 —)> >7°

Et punkt P(xp,y7) ligger indenfor cirklen med centrum i
C(x1,y1) og radius r hvis

(o —x1)2+ (2 —)> <7

Definition 42 Tangenten til en cirkel star vinkelret pa linjen der
gar gennem reringspunktet og centrum af cirklen og rerer
cirklen i netop ét punkt.

= Eksempel 142 — Skaering mellem linje og cirkel i Maple. En ret linje er
givet ved forskriften
y=2x+15

og en cirkel er givet ved forskriften

(x+3)%+(y—4)?=25

(x=3)2—9+y*+4y—12=0

(x—3)2 =9+ (x+2)>-4-12=0

Eksempel for bestemmelse af
centrum og radius for en cir-
kel.
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a) Afger hvor mange skeeringspunkter cirklen og linjen har og
brug dette til at afgerer om linjen er tangent til cirklen.

b) Bestem koordinatseettene til skeeringspunkterne.

Maple
solve([(x +3)2 + (y —4)2 =25,y = 2x+15])

{x=-7y=1},{x=-3,y=9}

a) Linjen har to skaeringspunkter med cirklen og er derfor ikke tangent
til cirklen.
b) Skeeringspunkterne har koordinatsaettene (—7,1) og (—3,9).

= Eksempel 143 — Skaering mellem linje og cirkel i GeoGebra. En ret linje )
Opgaver hvor skeeringspunkt

mellem cirkel og linje skal be-
stemmes.

OF:

I er givet ved forskriften

—x+3y+3=0

og en cirkel C er givet ved forskriften
X4 2x+y?4+2y—23=0

a) Bestem koordinatseettene til skeeringspunkterne mellem / og Eksempel pd bestemmelse af

C. skeeringspunkt mellem cirkel
og linje.

GeoGebra

Forst definieres linjen og cirklen.
l:—x+3y+3=0
C:x2+2x+y*+2y—23=0
Derefter bestemmes skaeringspunkterne.
Skering(C,1)

- A=(-6,-1)

— B=(3,2)
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= Eksempel 144 — Tangent til cirkel. En cirkel er givet ved forskriften

(x+3)°+ (y—4)2 =125

a) Bestem ligningen for tangenten til cirklen i punktet P(—7,1).

Maple
Heeldningen pd linjen der gdr fra centrum af cirkel og til P er
1

5= ()
3
4
Tangenten er ortogonal til denne linje, derfor har tangenten heeldnin-
gen —z
Ligningen for tangenten er sd
4
y=—50—(=7)+1
GeoGebra
Forst defineres punktet og cirklen.
P=(-7,1)

C:(x+3)?2+(y—4)2=25
Derefter bestemmes ligningen for tangenten.

Eksempel for bestemmelse af
tangent til cirkel.
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Tangent (P, C)
—t:y=—133x—-8.33

Ligningen for tangenten er y = —1.33x — 8.33. .

= Eksempel 145 — Hvordan ligger punktet i forhold til cirklen. Ligningen
for en cirkel er givet ved

(x+4)+(y =5 =7
Afgor hvordan punktet P(—8,9) ligger i forhold til cirklen.
(—8+4)2+(9-5)%=(—4)2+(4)?=16+16=32
Da 32 < 49 ligger punktet indenfor cirklen. .

» Eksempel 146 — Tangent med bestemt haeldning. En cirkel har centrum
i C(3,2) og P(3,2) er et punkt pa cirklen.

Bestem reringspunkterne til de to tangenter til cirklen som har
heeldning —2.

GeoGebra

Forst defineres de to punkter C og P.

C=(2,3)

P=(3,2)

Derefter konstrueres cirklen.

c:Cirkel(C,P)

- (x-22+(@y-32=2

Da tangenterne skal have haeldningen -2, skal de veere vinkelrette pd
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linjen | som gdr gennem centrum af cirklen og har haldning L, derfor
konstrueres I's retningsvektor.
r=Vektor((2,1))

)
—

1

Linjen | konstrueres.
l:Linje(C,r)
— —x+2y =4
Roringspunkterne er skeeringspunkterne mellem | 0g c
Skaring(C,1)
— A =(0.74,2.37)
— B = (3.26,3.63)
For at se om tangenterne i A 0g B har heeldning -2, konstrueres de.
t1:Tangent(A,c)
— tl Yy = —2x +3.84
tp:Tangent (B, c)
— tr 1y =—2x+10.16

t
5| 2
[3)
4 c B
C
30
I
10
L
1 5\3 4

@velse 175 En cirkel er givet ved centrum (3,2) og radius 4.

a) Opskriv ligningen for cirklen.

b) Bestem om punket (6,4) ligger inden eller udenfor cirklen.
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@velse 176 En cirkel er givet ved ligningen
(x—4>+(y+3)°>=9
a) Bestem centrum og radius for cirklen.
b) Bestem om punket (6, —4) ligger inden eller udenfor
cirklen.
Qvelse 177 En cirkel er givet ved ligningen
Xty —4x+2y—11=0
a) Bestem centrum og radius for cirklen.

b) Bestem om punket (3, 3) ligger inden eller udenfor cirklen.

@velse 178 En cirkel er givet ved ligningen
C:(x+1)2+(y—-2)2=25
og en linje er givet ved
l:x+3y=10

a) Bestem skeeringspunkterne mellem C og /

Qvelse 179 En cirkel er givet ved ligningen
C:(x—-32+(y—-2%=25

a) Bestem ligningen for tangenten til cirklen i punktet (—1,5).

Qvelse 180 En cirkel er givet ved ligningen
C:(x—32+(y—-2>2=25

a) Afger om linjen / med ligningen 4x + 3y = 43 er tangent
til cirklen C.
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ovelse 181 En cirkel er givet ved ligningen
C:(x—3)2+(@y—2)2=25

a) Bestem ligningen for de tangenter til cirklen som har
heeldning 3.
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A
Mundtlig eksamen

Der afholdes en todelt mundtlig preve.

Forste del af preven er en problemorienteret preve med fokus
pa matematikkens anvendelser, hvor op til 10 eksaminander ar-
bejder i ca. 120 minutter i grupper pa hejst tre med en ukendt
problemstilling. Eksaminator og censor samtaler med den enkelte
eksaminand om den konkrete problemstilling, den tilherende teori
og de anvendte matematiske losningsstrategier. De ukendte pro-
blemstillinger skal til sammen deaekke de faglige mal, kernestof og
supplerende stof. Problemstillingerne skal udformes med en over-
skrift, der angiver de(t) overordnede emne(r) for eksaminationen,
og med konkrete delsporgsmal.

Anden del af preven er en individuel prove med fokus pa simple
matematiske reesonnementer og simpel bevisforelse. Proven be-
stdr af eksaminandens preaesentation af sit svar pa det udtrukne
sporgsmal samt en uddybende samtale med udgangspunkt i det
overordnede emne. De enkelte spergsmal skal udformes med en
overskrift, der angiver de(t) overordnede emne(r) for eksaminatio-
nen, og med konkrete delsporgsmal. Eksaminationstiden for den
individuelle delpreve er ca. 24 minutter pr. eksaminand. Der gives
ca. 24 minutters forberedelsestid. De endelige spergsmal til den
individuelle delprove skal offentliggeres i god tid inden preven og
skal tilsammen deekke de faglige mal, kernestof og supplerende
stof.

I vurderingen leegges der vaegt pa, om eleven demonstrerer
indsigt i matematisk teori samt:

1) har grundleeggende matematiske feerdigheder, herunder:

- kan handtere matematisk symbolsprog og matematiske be-
greber



- har kendskab til matematiske metoder og kan anvende dem
korrekt

- kan anvende IT til at understotte forklaring af begreber

2) kan anvende matematik pa foreliggende problemer, herunder:

- kan preesentere et matematisk emne eller en fremgangsmade
ved losning af et matematisk problem pa en klar og oversku-
elig made

- kan redegpre for foreliggende matematiske modeller/teorier
og diskutere deres reekkevidde/anvendelsesomrade.

3) har overblik over og kan perspektivere matematik, herunder:

- har overblik over et omrade, hvor matematik anvendes i
samspil med andre fag, samt evner at reflektere over mate-
matikkens rolle i anvendelser i andre fag

- kan bevege sig mellem fagets teoretiske og praktiske sider i
forbindelse med modellering og problembehandling

- demonstrerer indsigt i karakteristiske sider af matematisk
reesonnement.

A.1  Problemstillinger til gruppedel

Data fra Danmarks Statistik i form af antalstabeller, der skal
illustreres ved relevante statistisk deskriptorer. Som beskrevet i
kapitlet Deskriptiv statistik.

Simulering og efterfelgende behandling af data. Som i eksem-
pel Simulering af kast med to tresidede terninger i kapitlet
Sandsynlighed.

Opstillingen af et chancespil som beskrevet i afsnittet Chancespil
i kapitlet Sandsynlighed.

Opstillingen af binomialmodel som bekrevet i afsnittet Binomi-
alfordelingen og Binomialtest i kapitlet Statistik

Regression og modelkontrol med konfunderende variabel / bias
som beskrevet i afsnittet Modelkontrol i kapitlet Statistik.
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¢ Lineeer model

¢ Eksponentiel model

* Potens model

* Andengradspolynomiums model
¢ Harmonisk svingning

¢ Sammenheeng mellem sted, hastighed og acceleration som i
indledningen til kapitlet Differentialregning, men med konkret
funktion/situation.

* Optimering som eksempel Optimering af profit i kapitlet Diffe-
rentialregning.

* Lane- og opsparingsscenarie.

* Vektor som retnings og afstands bestemmelse fx Mysteriet pa
indlandsisen eller Tonkin-bugten

A.2  Sporgsmil til individueldel

1. Deskriptiv statistik
Med udgangspunkt i et selvvalgt dataseet skal du illustrerer
vaesentlige statistiske deskriptorer for grupperede data.

Videoer
a) Frekvens b) Middeltal
¢) Kumuleret frekvens d) Sumkurve
e) Kvartilseet f) Boksplot

2. Deskriptiv statistik
Med udgangspunkt i et selvvalgt dataseet skal du illustrerer
vaesentlige statistiske deskriptorer for ugrupperede data.

Videoer
a) Frekvens b) Middeltal
¢) Kumuleret frekvens d) Trappediagram
e) Kvartilseet f) Boksplot
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https://www.youtube.com/watch?v=qj7ILfSsceY
https://www.youtube.com/watch?v=idROf_uvy1g
https://www.youtube.com/watch?v=fVwEAm6NCME
https://www.youtube.com/watch?v=k9rIdVud2o0
https://www.youtube.com/watch?v=hfGr-JHcCss
https://www.youtube.com/watch?v=KSqIxKbPfwg
https://www.youtube.com/watch?v=f02r-UpHWnc
https://www.youtube.com/watch?v=sJ79Po1JjXc
https://www.youtube.com/watch?v=ZAolejnroMo
https://www.youtube.com/watch?v=AQLbQ5DpkZ8
https://www.youtube.com/watch?v=tvx7gtaXeLQ
https://www.youtube.com/watch?v=cxOXoVAzylg

3. Binomialfordelingen
Bevis formlen for binomialkoefficienten og forklar udregningen
af binomialsandsynligheder.

Videoer

a) Binomialkoefficienten b) Binomialsandsynligheder

4. Regression
Forklar hvad et residual og residualplot er og vis at den heeld-
ningskoefficient hvor summen af kvadraterne pa de lodrette
afstande mellem linjen og Y-vaerdierne fra data er mindst mulig,
kan bestemmes med formlen
Y1 XiYi
i1 2%

Nér der tages udgangspunkt i modellen
Y =aX
er arealet af et kvadrat (y; — ax;)?, hvor (x;,y;) er datapar.

Video

a) Regression til ligefrem pro- b) Residualplot
portionalitet
c) Regression og modelkon- d) Regression og modelkon-
trol i Maple. trol kan laves i Maple i et
eksempel hvor modellen
ikke er god.

5. Geometri
Bevis Pythagoras seetning og viser nogle eksempler pd anven-
delse af seetningen.

Videoer
a) Bevis for Pythagoras set- b) Anvendelse af Pythagoras
ning seetning

6. Trigonometri
Gennemga definitionen af sinus og cosinus og bevis at

_ mod
hyp

_ hos

cos(v) = hyp

sin(v)
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https://www.youtube.com/watch?v=Y_K61Qbv5Sc
https://www.youtube.com/watch?v=vHnTXEptTTI
https://www.youtube.com/watch?v=fZszmHnnkBQ
https://www.youtube.com/watch?v=fZszmHnnkBQ
https://www.youtube.com/watch?v=d-8sMj8pSPE
https://youtu.be/pe106wXQkT4
https://youtu.be/pe106wXQkT4
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://www.youtube.com/watch?v=7gW3Zdv6JdQ
https://www.youtube.com/watch?v=7gW3Zdv6JdQ
https://youtu.be/iLBZ_zbjyHE
https://youtu.be/iLBZ_zbjyHE

for vinkler og sider i en retvinklet trekant.
Videoer
a) Definition af sinus og cosius i en retvinklet trekant

. Funktioner

Gennemgé betydningen af konstanterne a og b for grafens forleb
for en lineeer funktion med forskriften f(x) = ax + b. Bevis
formlerne til beregning af a og b nar netop to punkter pa grafen
er kendt.

Videoer

a) Betydningen af konstanter b) Bevis for to-punkts formel
for grafens forleb og eksempel

c) Eksempler pa ligefrempro- d) Fortolkning af konstanter
portionalitet i modeller

e) Opstilling af formel udfra en sproglig beskrivelse

. Funktioner

Gennemga betydningen af konstanterne a og b for grafens forleb
for eksponentialfunktionen med forskriften f(x) = b - a*. Bevis
formlerne til beregning af a og b nar netop to punkter pa grafen
er kendt.

Videoer

a) Betydningen af konstanter b) Bevis for to-punkts formel
for grafens forleb og eksempel

c) Beregning af a og b ud fra d) Fortolkning af konstanter
to punkter i modeller

e) Beregning af veekstrate f) Opstilling af formel udfra
en sproglig beskrivelse

. Funktioner

Gennemgé betydningen af konstanterne a og b for grafens forleb
for eksponentialfunktionen med forskriften f(x) = b - a*. Bevis
formlen til beregning af fordoblingskonstanten.

Videoer
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https://www.youtube.com/watch?v=cLQX9V4Ss4Q
https://www.youtube.com/watch?v=LdyASys4PWs
https://www.youtube.com/watch?v=LdyASys4PWs
https://www.youtube.com/watch?v=i-RY3Ghc0Rg
https://www.youtube.com/watch?v=i-RY3Ghc0Rg
https://www.youtube.com/watch?v=6RMsEZSbCaw
https://www.youtube.com/watch?v=6RMsEZSbCaw
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=fmv5WgygtmQ
https://www.youtube.com/watch?v=-ZVzgSYXswI
https://www.youtube.com/watch?v=-ZVzgSYXswI
https://www.youtube.com/watch?v=wnq15Ni_WeI
https://www.youtube.com/watch?v=wnq15Ni_WeI
https://www.youtube.com/watch?v=Zeq8_bgSucQ
https://www.youtube.com/watch?v=Zeq8_bgSucQ
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=764JJA9fUbQ
https://www.youtube.com/watch?v=fmv5WgygtmQ
https://www.youtube.com/watch?v=fmv5WgygtmQ

a) Betydningen af konstanter b) Bevis for formel til bereg-

for grafens forleb ning af fordoblingstid

c) Beregning af fordoblings- d) Fortolkning af konstanter
konstanten i modeller

e) Beregning af veekstrate f) Opstilling af formel udfra

en sproglig beskrivelse

10. Funktioner
Gennemga betydningen af konstanterne a4,b og c¢ for grafens
forleb for andengradspolynomiet p(x) = ax® + bx + c. Bevis at
formlen til beregning af redderne er

b+ Vd
YT

hvor d = b* — 4ac.

Videoer

a) Betydningen af konstanter b) Bevis for formlen til bereg-

for grafens forleb ning af redderne
c) Eksempel 1: Bestemmelse d) Eksempel 2: Bestemmelse
af redderne af redderne

e) Eksempel 3: Bestemmelse
af radderne

11. Vektorer
Vis at leengden af krydsproduktet af to vektorer a og b er arealet

A af det parallelogram de to vektorer udspeaender.
A=|dxb|=|d||b| sinv

hvor v er vinklen mellem de to vektorer.

Videoer

a) Definition af vektor b) Vinklen mellem vektorer

12. Vektorer
Vis at vinklen v mellem to vektorer @ og b kan bestemmes med

formlen ~
7.7
cos(v) = #a =
|| - |b]
Videoer
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https://www.youtube.com/watch?v=-ZVzgSYXswI
https://www.youtube.com/watch?v=-ZVzgSYXswI
https://www.youtube.com/watch?v=OZngY0p7cBM
https://www.youtube.com/watch?v=OZngY0p7cBM
https://www.youtube.com/watch?v=D7Uy2jp8h3I
https://www.youtube.com/watch?v=D7Uy2jp8h3I
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=YYj6FdnUt-k
https://www.youtube.com/watch?v=764JJA9fUbQ
https://www.youtube.com/watch?v=fmv5WgygtmQ
https://www.youtube.com/watch?v=fmv5WgygtmQ
https://www.youtube.com/watch?v=le_W64iCWQM
https://www.youtube.com/watch?v=le_W64iCWQM
https://www.youtube.com/watch?v=OwSrz1lnAws
https://www.youtube.com/watch?v=OwSrz1lnAws
https://www.youtube.com/watch?v=9RA3NlFbDHk
https://www.youtube.com/watch?v=9RA3NlFbDHk
https://www.youtube.com/watch?v=4LPgpfbOvF8
https://www.youtube.com/watch?v=4LPgpfbOvF8
https://www.youtube.com/watch?v=nwsynvLdcpQ
https://www.youtube.com/watch?v=nwsynvLdcpQ
https://www.youtube.com/watch?v=KRbPsWBIh8g
https://youtu.be/KRbPsWBIh8g

a) Definition af vektor b) Vinklen mellem vektorer

13. Vektorer
Vis at projektionen af en vektor pa en anden vektor kan bestem-

mes med formlen

(S

L @b
ap = -b
b2

S

Videoer
a) Definition af vektor b) Projektion af vektorer

14. Differentialregning
Gennemga definitionen af differentialkvotienten og bestem dif-

ferentialkvotient af v/x

Videoer
a) Definition af differential- b) Tretrinsmetoden

kvotient

c) Bestemmelse af differential- d) Eksempel pa ligning for
tangent

kvotient af \/x
e) Eksempel pd monotonifor-
hold

15. Differentialregning
Gennemga definitionen af differentialkvotienten og bestem dif-

ferentialkvotient af (f + g)(x)

Videoer
a) Definition af differential- b) Tretrinsmetoden

kvotient
c) Bestemmelse af differential- d) Eksempel pa ligning for

kvotient af (f + g)(x) tangent

e) Eksempel pd monotonifor-
hold

16. Differentialregning
Gennemga definitionen af differentialkvotienten og vis at diffe-
1 1
rentialkvotienten af f(x) = Zer f(x) = -
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https://www.youtube.com/watch?v=KRbPsWBIh8g
https://youtu.be/KRbPsWBIh8g
https://www.youtube.com/watch?v=KRbPsWBIh8g
https://youtu.be/HSz70F7T65o
https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=BmE29bwD3HE
https://www.youtube.com/watch?v=chtgG-wvJyM
https://www.youtube.com/watch?v=chtgG-wvJyM
https://www.youtube.com/watch?v=PhYy6lFvkEA
https://www.youtube.com/watch?v=PhYy6lFvkEA
https://www.youtube.com/watch?v=nUelACb1E8s
https://www.youtube.com/watch?v=nUelACb1E8s
https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=BmE29bwD3HE
https://www.youtube.com/watch?v=QmAjdsifbkc
https://www.youtube.com/watch?v=QmAjdsifbkc
https://www.youtube.com/watch?v=PhYy6lFvkEA
https://www.youtube.com/watch?v=PhYy6lFvkEA
https://www.youtube.com/watch?v=nUelACb1E8s
https://www.youtube.com/watch?v=nUelACb1E8s

Du kan inddrage andre veesentlige resultater fra differentialreg-
ningen.
Videoer

a) Introduktion til differenti- b) Tretrinsmetoden
alregning

1
¢) Differentialkvotient af p d) Ekstremumssteder

e) Monotoniforhold f) Tangent

17. Analytisk geometri
Bevis at afstanden fra punkt P(xy,y7) til linjen I med ligningen
y = a-x + b kan bestemmes med formlen

dist(P,1) = %

18. Analytisk geometri
Bevis at to linjer er ortogonale / star vinkelret pa hinanden, hvis
og kun hvis produktet af deres heeldningkoefficienter er -1.

a) Bevis for at produktet af b) Eksempel pa undersogel-
haeldningskoefficienterne for ~ se af om to vektorer er or-
to ortogonale linjer er -1. togonale og pa bestemmel-

se af parameter sa to vek-
torer er ortogonale.
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https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=l60HVxNDKC8
https://www.youtube.com/watch?v=BmE29bwD3HE
https://www.youtube.com/watch?v=wqXH3_DIqmU
https://www.youtube.com/watch?v=ZYNrzK2om7Q
https://www.youtube.com/watch?v=nUelACb1E8s
https://www.youtube.com/watch?v=EO_xb-ZoRG8
https://youtu.be/Rih428sJpaU
https://youtu.be/Rih428sJpaU
https://youtu.be/Rih428sJpaU
https://youtu.be/xDKwLMLCifw
https://youtu.be/xDKwLMLCifw
https://youtu.be/xDKwLMLCifw
https://youtu.be/xDKwLMLCifw
https://youtu.be/xDKwLMLCifw

Har du brug for hjeelp kan du sege efter den pa min youtube kanal, hvor du ogsa er
velkommen til at kommentere og stille sporgsmal.

https:/ /www.youtube.com/dennispipenbring

P& min hjemmeside

http:/ /matx.dk

kan du finde mange flere opgaver med facit og andre materialer.
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https://www.youtube.com/dennispipenbring
http://matx.dk
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