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Indledning

Losning af ligninger giver tal og lesning af differentialligninger
giver funktioner. Nye tal frembringes som lgsning pa ligninger
opstillet med kendte tal som koefficienter.
Ligningen
2x =1

har lesningen %, og herved har de naturlige tal 2 og 1 givet et
rationelt tal. Ligningen
x=3+2x

har lesningen —3, og har de naturlige tal 2 og 3 givet et helt tal
(negativt tal). Ligningen
=2

har lesningerne +v/2 og herved har det naturlige tal 2 givet et
irrationelt tal v/2. Ligningen

¥ =-1

har lesningen I, og herved har det hele tal —1 givet et komplekst tal
I. Der findes ogsa trancendente tal. Det er tal som ikke er lgsning
til en ligning med rationelle koefficienter. Der kendes ikke mange
af disse tal. To af tallene skal vi se pa lidt senere. Det er 7 og e.
Historisk har ligninger skulle give mening i en geometrisk
sammenheng. Dette betyder, at x har veeret en leengde, og derfor
altid veeret positiv og x* har veeret et areal, og derfor ogsa skulle
veere positivt. Ved at opgive denne mening, har matematikken
faet flere muligheder, men det har veeret pa bekostning af, at
den er blevet abstrakt og ikke konkret. Broker, negative tal og
komplekse tal giver stadig problemer for mange mennesker, og det
er sddan set ikke meerkeligt, fordi de er abstrakte. Det er vanskeligt
at gore sig familieer med disse abstrakte storrelser, med ved at
se deres anvendelse i forskellige matematiske situationer fas en



fornemmelse for deres natur. Et andet element, der besveerliggor
tilegnelsen af matematik er notationen og symboler. Matematik har
sin egen semantik. En semantik som i evrigt er forskellig fra kultur
til kultur. Fordelen ved semantikken, er at det bliver muligt at
sette ‘ord’ pa de abstrakte begreber som ellers er meget besveerlige
at forklare. Et tredje element er en uigennemsigtig blanding af
grundleggende antagelser og pastande.

—1-(-1) =1

er en pastand, der ofte forveksles med en grundleggende antagel-
se. En fjerde problemstilling er, at matematisk viden er opbygget
over en meget lang periode og det forventes, at man som studeren-
de indenfor matematik seetter sig ind i meget store dele af denne
viden. Det tog ca. samme tid at opfinde bilen som differentialreg-
ningen, og selvom mange kan kore bil, sa er det de feerreste som
forstar hvordan den virker ud over pé et operationelt plan. Men
differentialregningen forventes man som studerende at forsta.
Differentialligninger er matematiske modeller af virkeligheden.

Den mest simple differentialligning er

dy

i 5
(5 er et arbitreert tal). Ligningen betyder at zendringen i variablen y
i forhold til eendringen i variablen x er 5. Det kommer fra engelsk,
hvor d er en forkortelse af differential. Losningen er funktionen

f(x)=5x+C

hvor f(x) = y og C er en konstant, der kan bestemmes hvis en
initial/begyndelses vaerdi kendes, hvis f(2) = 11 saer C =1 og
funktionen er
f(x) =5x+1
I denne bog skal vi se pd, teknikken i hvordan ligninger og dif-
ferentialligninger loses. Hvordan ligninger og differentialligninger
opstilles, og hvad deres koblingen til virkeligeheden er.

0.1 Sporg aldrig «Hvorfor?»

Spergmalen om hvorfor en ligning divideres med 2, er et darligt
sporgsmal. Der er ingen mening, andet den end at lose ligningen.

Hvad er en differentiallig-
ning?


https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/_J9DQytNsNQ

Hvorfor opgaven loses, er ikke indenfor matematikkens omrade
at besvare. Ikke nok med at matematik er et abstrakt sprog, med
sin egen semantik og uklarhed om de grundliggende antagelse,
som er opbygget over flere tusinde ar. Det er ogsd meningslest i
sig selv. Meningen ligger altid udenfor matematikken fx at forsta
arsagerne til og kunne forudsige klimaforandringer. Eller at kunne
bestemme sammenhaengen mellem pensionsopsparing, pensionsal-
der og levetid. Det har mening, men matematikken som bruges til
at forsta og forudsige disse sammenhzeenge har ingen mening.

0.2 Sporg altid «Hvordan?»

I matematik er «<hvordan» ultimativt vigtigt at forsta. Det er her
algoritmer, modeller, simuleringer og seetninger bringes i spil pa
en meget preaecis og detaljeret made. Nar det ikke er muligt at se
«Hvorfor?», kan det virke demotiverede for at leere «Hvordan?».
Derfor kan det nogle gange hjeelpe at sproge: «I hvilken sammen-
heaeng, er dette udviklet?» Dette kan dog virke bagvendt og det
er ogsa snerklet. Det veksler hele tiden mellem virkeligheden og
matematik. Fx

Hvor stor er Jorden? — Jorden skal mdales — sammenheeng
mellem vinkel og leengde — sinus og cosinus — sinus og cosinus
med stor preecision — reekkeudvikling.

Dette er ogsa loste problemstillinger, hvilket kan fa hele projek-
tet til at virke meningslest. Mange teknikker er programmerede
og tilgeengelige med blot en operationel forstaelse. Dette gaelder fx
V' og differentialregning. Nogle gange bliver problemstillingen
ogsa lost pd en helt anden mdde med teknikker idag end dengang
problemstillingen blev lost forste gang. Funktionsundersegelse
havde til formal at muligerer tegningen af grafen for funktion.
Funktionsundersegelsen involverede differentialregning (monoto-
niundersegelse), polynomiumsdivision og nulpunktsbestemmelse.
Alle disse teknikker er overflodige fordi idag kan grafen for en
funktion tegnes meget enkelt med en computer. Dette oger ogsa
meningslosheden. For at undga al denne meningsleshed er bo-
gen her opbygget med en gennemgaende trad, der har til formal
at anskueliggore vekslingen mellem problemer og lesning. Dette
betyder ogsa at den ikke som klassiske boger er emneopdelt.
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1
Renters rente

Penge kan hvis de investeres forrentes, det betyder, at du far
flere penge tilbage end du investerede. Det ekstra du far kaldes
udbytte eller renter. Har du mange penge, kan du f& mange flere.
Zndringen i din pengemaengde dp over tid dt er proportional med

pengemengden p. Situation kan beskrives ved differentialligningen
dp
k.
T

Altsa jo flere penge du har jo flere penge vil du {4, hvis k er storre

end nul.

Satning 1 Differentialligningen

dp
ar =7
har lgsningen
p(t)=C-é

Dette kan fortolkes som

Ky =Ko-(147)"

hvorKn:p(t),KO:C,n:togr:ek—l.

Bevis

For at lose denne differentialligning skal vi se pa noget teknik.

Teknikken kaldes separation af variable.

Dette betyder at den ene variabel f skal veere pa fx hejre side
og den anden variabel p skal vere pa venstre side. Om lidt skal vi
se pa gyldigheden af denne teknik.

dp _ L
E_k-p;s/?zp_k/dt

Losning af ligningen
p

dp

ar

k-


https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/_J9DQytNsNQ

Med integrations teknik kan integralerne udregnes.

/;dp :k/ dt = In(p) = kt + C
Med logaritmeregneregler kan p isoleres.
In(p) =kt +C; = p =0
Med potensregneregler kan hgjreside reduceres.
p=ettC o p =, ekt

Nu er differentialligningen lost, men resultatet er ikke fortolket.
Ligningen kan omskrives til.

Kn=Ko-(1+7)"

Her er p = K;; pengemaengden til tiden t = n, Ky = C; er penge-
meengden til tiden t = 0, e = (1+7) = r = ¢F — 1 hvor r kaldes
renten. Det betyder, at hvis k er mindre end nul, sa er renten nega-
tiv. Dette kaldes en fortolkning. Her bliver de abstrakte symboler
oversat til hverdagssprog. Det er forst nu der er mening med de
matematiske udregninger.

I afsnittet blev anvendt en teknik som blev kaldt separation
af variable’ til lesning af differentialligningen. Dette teknik bestér
generelt i felgende

Saetning 2
dy _
ax g(x) - h(y)

hvor f(x) =y og % = f'(x) er lesningen til denne differential-
ligning. Hvis h(y) # 0 kan ligningen omskrives til

/h(ly)dy:/g(x)dx

Bevis
Denne omskrivning har felgende mellemregninger, hvor G(x) er

stamfunktion til g(x) og H er stamfunktion til —.

h(y)

12 Gennemgang af beviset for se-
paration af variable



https://youtu.be/hb6aKf78r8s
https://youtu.be/hb6aKf78r8s

W= g hy)
fl(x) = glx) h(f(x))
1 , _ N
H'(f(x))-f'(x) = G'(x)

1
I beviset er ogsa en anden definition til beregning af / p dx =

In(x) + C. Dette folger af definitionen af In(x)

1
ln(x):/1 ?dt , x>0

Arealet af det rode omrade er — In(x7) og arealet af det gronne

omrdde er In(xy).
( 2) Definition af den naturlige lo-

2) garitme

(1)

X11 X2

Dette viser hvordan lesning af en differentialligning, giver en
ny funktion, som i dette tilfeelde var In(x).

RENTERS RENTE 13


https://youtu.be/E1nJv0IPP3k
https://youtu.be/E1nJv0IPP3k




2
Den numeriske losning - differensligning

I praksis tilskrives renter med periodiske mellemrum og ikke
kontinuert. Dette svare til at lose differentialligningen numerisk.
Som eksempel pa dette ses pa den mest simple udgave af ligningen.

dy _
a—y

Som eksempel kan vi sige at pengene tilskrives renter 4 gange

over en periode pa 2 ar. Dette betyder at der skal tilskrives renter
Numerisk losning af en diffe-

rentialligning

hvert halve &r dx = 0.5 og pengemaengden til tiden ¢t = 0 er 100.
Udregningen vil se sdledes ud

t, = n-Ax

Yn+1 = YntYn-Dx

Lad yo = 100 og lad Ax = 0.5.

yo = 100

to = 0-05=0

y1 = 100+100-0.5 =150

tp, = 1-05=05

y2 = 150+150-0.5 =225

th = 2-05=1

y3 = 225+225-0.5=3375

t3 = 3-05=15

ys = 337.5+337.5-0.5 =506.25

ty = 4.05=2


https://youtu.be/xLFMLzLo2JU
https://youtu.be/xLFMLzLo2JU

Fra udregningen ovenfor ved vi, at renten er 7 = ¢! — 1 som i
dette tilfeelde er e! — 1 ~ 1.72. De to losninger til ligningen kan
bedst sammenlignes grafisk.

(2) —— Analytisk lesning
® Numerisk losning
600 T

400 T

200 T

: : : : : : : : : — (1)
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Problemet med den numeriske metode er, at den afviger mere

og mere fra den analytiske metode. Jo mindre skridt Ax der tages
jo mere preecis bliver den numeriske metode.

16



3

Ndr den numeriske losning er den eneste

SIR-modellen en lagermodel, hvor lageret er antallet af smittede
(Infectous) personer. Der er de modtagelige (Susceptible), der kan
smittes. Der er dem som er immune (Recovered). Det er en dejlig
simpel model, som let kan udvides. Fx kan sandsynligheden for at
blive smittet og blive rast veere aftheengige af tiden, i den simple
model er de konstante. Der skal ogsa indferes flere grupper fx
dade eller vaccinerede, hvis man vil behandle emnet flokimmuni-
tet. Summen af personer er ogsd konstant, hvilket betyder at der
ikke sker nogle fodsler, invandring eller udvandring. Dette kunne
passende vere et emne, der kunne behandles matematisk.

Hver af de tre grupper har deres egen differentialligning, men
differentialligningerne er atheengige af hinanden. Derfor kaldes de
et system af koblede differentialligninger.

ds

- = —B-S-1
dl

dR

a -

Bemeerk at

ds  dl dR |
dt  dt = dt

Dette system af koblede differentialligninger kan ikke loses
analytisk, er den eneste vej frem en numerisk lesning. Derfor
omskrives differentialligningerne til en numeriske beregning.

mm

[=]

Opstilling af SIR-model


https://youtu.be/KSElAPVq4Os
https://youtu.be/KSElAPVq4Os

B er smitteraten. Sy - I, er antallet af muligt meder mellem
modtagelige og smittede personer. B er derfor en sammensaetning
af sandsynligheden for at en modtagelig og en smittet medes og
sandsynligheden for at blive smittet ved et mode. Matematisk er
der ingen grund til at adskille disse sandsynligheder. Bemeerk at

v er sandsynligheden for at blive immun/rask. % er tiden som
man er smittet.
I folgende eksempel er Ax = 1, Sg = 50, Iy = 1. Herefter vil

Siit = Sut(—B-Su-In)-At
st = Lot (B-Su-Li—7 1) At
Ryy1 = Ru+(y-In)- At

t, = n-At

felgende kunne beregnes.

Sn+In+Rn= Sn+1 =+ 1n+1 + Rn+1

n t S I R
o| 0.0 50.0 1.0 0.0
1| 1.0 49.50 1.40 0.1
2| 20 48.807000 1.953000 0.240
3 | 3.0 | 47.85379929 | 2.710900710 0.4353000
4 | 4.0 | 46.55653030 | 3.737079624 | 0.7063900710
5| 5.0 | 44.81667569 | 5.103226269 | 1.080098033
6 | 6.0 | 42.52957932 | 6.880000009 1.590420660
7 | 7.0 | 39.60354426 | 9.118035069 | 2.278420661
8 | 8.0 | 35.99247921 | 11.81729662 | 3.190224168
9 | 9.0 | 3173914118 | 14.88890499 | 4.371953830
10 | 10.0 | 27.01353060 | 18.12562507 | 5.860844329

I folgende eksempel er Ax = 0.5, Sg = 50, Iy = 1. Herefter vil

felgende kunne beregnes.

18

Eulers metode i Maple

Eulers metode pd CoVid-19


https://youtu.be/unPud_qXds8
https://youtu.be/unPud_qXds8
https://youtu.be/ujzAV5DaauA
https://youtu.be/ujzAV5DaauA

n t S I R
o| 0.0 50.0 1.0 0.0
1| 05 49.75 1.2 0.05
2| 1.0 49.4515 | 1.438500000 0.11
3| 1.5 | 49.09582009 | 1.722254914 0.181925
4 | 2.0 | 48.67304250 | 2.058919755 | 0.2680377457
5| 2.5 | 48.17197306 | 2.457043211 | 0.3709837335
6 | 3.0 | 47.58016996 | 2.925994147 | 0.4938358941
7 | 3.5 | 46.88407347 | 3.475790934 | 0.6401356015
8 | 4.0 | 46.06927728 | 4.116797575 | 0.8139251482
9 | 4.5 | 45.12008784 | 4.859247141 1.019765027
10 | 5.0 | 44.02471768 | 5.712554940 | 1.262727384
11 | 5.5 | 42.76724959 | 6.684395286 | 1.548355131
12 | 6.0 | 41.33788358 | 7.779541530 | 1.882574895
13 | 6.5 | 39.72993467 | 8.998513364 | 2.271551972
14 | 7.0 | 37.94238293 | 10.33613944 | 2.721477640
15 | 7.5 | 35.98149413 | 11.78022127 | 3.238284612
16 | 8.0 | 33.86214432 | 13.31056002 | 3.827295676
17 | 8.5 | 31.60852380 | 14.89865254 | 4.492823677
18 | 9.0 | 29.25390173 | 16.50834198 | 5.237756304
19 | 9.5 | 26.83923466 | 18.09759195 | 6.063173403
20 | 10.0 | 24.41060707 | 19.62133994 | 6.968053000

Bemeerk at resultatet eendres som folge af de mere detaljerede
beregninger. Jo mindre Ax bliver jo mere praecise bliver bereg-
ningerne. For at forsta dette ses lidt neermere pa, den grafiske

fortolkning af hvad der bliver beregnet.

NAR DEN NUMERISKE LOSNING ER DEN ENESTE
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t| S t S t S
0 50 0 50 o) 50
1| 4950 || 0.5 | 49.75 0.25 49.875
1 | 494515 || 0.5 | 49.73784375
0.75 | 4958742952
1 | 4942257251

I eksemplet hvor Ax er 1, er haeldningen af linjen der starter i

t =0 for S.

I eksemplet hvor Ax er 0.5, er haeldningen af linjen der starter i
t =0 for S.

49.75-50
05-0

49550
1-0

Som det ses er heeldningen ens.

50 1

495 1

49 1

(2)

—-0.5

-0.5

Men efter 0.5 kneekker grafen med Ax = 0.5 og efter 0.25

02 04 06 08

knzekker grafen med Ax = 0.25.

20

1

12 14 16 18

(1)

— Ax =1
— Ax=05
— Ax =025



(2) — Ax=1
50 1 — Ax=05

40 ¢
30 1
20 1

10 t

: : : : — (1)

2 4 6 8 10

Her ses grafen af S for ¢ i intervallet [0,10] med Ax = 0.5 og 1.
Som det ses kommer grafer leengere og leengere fra hinanden.

NAR DEN NUMERISKE LOSNING ER DEN ENESTE 21






4
Normalt

En meget vigtigt fordeling i statistik - normalfordelingen - har ogsa
sit udspring i en differentialligning. Data er normalfordelt hvis
frekvensen y af x falder proportionalt med afstanden mellem x
og 0. Fx hvis frekvensen y(x) er stor og x er stor falder frekvens
meget. Her ses et plot hvor hver linje viser eendringen i frekvensen,

i det pageelende punkt. Denne type af plot kaldes et
linjeelementsplot. Hver linje

BIII0 77777297 33 T T
%%ééééééé;::::3§§§§§§§§ genrzemmtignid(punl;tceltilirijegn.
e
NN rEERNNNN
T EENNNNN
%;44//5§£i:::::§§\§§§\\
A Ve NN R R
777775022 2% s s syaNaWy
AN Y Yt NN
7777702222 2022233333 00N
ARl eI
-2 -1.5 -1 f(l).5 0.5 1 1.5 2

Frekvensen skal altsd opfylde folgende differentialligning.

dy _
ax =Y

hvor y(x) er frekvensen af x. dy/dx er haeldingen af linjeelemen-
terne i plottet.



Satning 3 Differentialligningen

dy
ax = Y
har lgsningen
x2
y= C.e” 7

med det rette valg af C kan dette fortolkes som teethedsfunktio-
nen

—_
N‘ s

Bevis
For at lose denne differentialligningen anvendes igen teknikken
om seperation af variable.

dy _ L
%——x~y:>/?dy— /xdx

Med integrations teknik kan integralerne udregnes.

/ld —f/ dx = In(y) = — 2k
T A

Med logaritmeregneregler isoleres y.
2 2
In(y) = —% +k=y=e 2tk

Med potensregneregler kan hgjreside reduceres.

N

xz X
y:e_7+k:>yzc.g_7

x2
Hvis f(x) = C-e™ 7 skal veere en teethedsfunktion / frekvens-
funktion, skal det geelde at

/j:of(x)dle

Denne betingelse kan bruges til at bestemme veerdien af C til L .
V27T

Funktionen bliver

N

fr) = e

24

Losning af differentialligning

dy _
ax - Y


https://youtu.be/ZioqF5nsQVA
https://youtu.be/ZioqF5nsQVA

Ligningen

00 2
/ C-eeZ7dx=1
—00
loses ved forst at bestemme stamfunktionen til

XZ M \/
/C~e_7dx:c 2n~erf(x>
2 V2

Her ses en ny funktion erf der kaldes error function / fejl funktio-

nen. Denne funktion er defineret som
2

) == [ e
erf(x) NG N

Derefter indseettes greenserne.

C.mfrf(m)—c.merf(_oo) =1

2 V2 2 V2
Udtrykket faktoriseres og reduceres
< y 27 (erf(o0) — erf(—c0)) = 1

Nu udnyttes at erf(co) = 1 og erf(—o0) = —1.

CV 1 (1) =1

Udtrykket reduceres.
C-v2m 91
2
Udtrykket reduceres.
C-v2n=1
C isoleres.
c—_L
V2

NORMALT 25
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I dette plot ses ud over linjeelementerne ogsa en enkelt losnings-

kurve, der gar gennem punktet (0,1/v2r). Denne kurve er speciel

idet den er standard normalfordelingen.
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>
Betydningen af middelveerdi og spredning
Normalfordelingen er den vigtigste fordelingen i statistik. Der er to

parametre i en normalfordeling. Middelveerdien u og spredningen
0. Normalfordelingen noteres N(y, ).

| P(x)

: . . ) x

-3 -2 -1 1 2 3

En standard normalfordelt stokastisk variabel X ~ N(0,1) har
teethedsfunktionen

og fordelingsfunktionen

O(x)=P(X <x) = \/12? /x o3P



Seatning 4 En normalfordelt stokastisk variabel Z med middel-
veerdi p €] — o0, c0[ 0g spredning o €]0, co[ kan beskrives som

Z=0X+pu

hvor X ~ N(0,1).

Bevis
Forst bevises at Z har middelveerdi . Z = 0 X + y, det betyder at

E(Z) =E(cX+u)=E(0) - EX)+E(u)=0c-0+pu=upu

Her har jeg brugt regneregler for middelveerdien.
Derefter bevises at Z har spredning ¢ der er det samme som, at
Var(Z) = o>
Var(z) = E(2%) - E(2)?

= E((eX+p)?) —p?

(

2

Regneregler for middelveerdi

= E(*X*+p? 4 20uX) — 2
-E(X?) + p? 4 20pE(X) — p?

2 E(X?) +20u-0

Z_E(XZ)

2+ (Var(X) + E(X)?)

2. (1+0%)

9. 9. 9. 9. 9.9

Seetning 5 Z ~ N(u,0) har tethedsfunktionen

f0) = 30 (L52) = et

g

og fordelingsfunktionen

Fw=o ()= = [

Forskellen pa Z og X ses bedst pa grafen for fordelingsfunktio-
nen. Middelveerdien kan afleeses ved ®(u) = 0.5 og spredningen
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https://youtu.be/1Awf80NcD9E
https://youtu.be/1Awf80NcD9E

kan aflaeses ved ®(p + ) = 0.841. Det skyldes at

1 2
e 7 dt ~0.841

7o L

Bevis
Det udnyttes at Z = 0 X + y, til at vise at F(x) = ® (x — y).

F(x)-P(ZSx)—P(O‘X—l—]igx)—P(O'X<x—‘u)_p<X§ x—y) _q)(H)

}

. — U / 4 .
Nu vises at ® e (7 dv. Definitionen
< ) V2

1o
afCID( M)
o

X—u 1 /3" _1p
) =
( o ) V27 J—eo ‘

Ved at udnytte at v = ot + y og derfor er do-_ o og ved

dt
isolering af dt fas, at
1
dt = —dv
o
Dette indseettes ind i integralet.
Xy
1) X—H) _ 1 T i 1 dv Fordelingsfunktionen for nor-
o v/ _ malfordelingen

Da o er en konstant, er den uafheengig af integrationen.

o ()=

BETYDNINGEN AF MIDDELVZERDI OG SPREDNING 29



https://youtu.be/3-_6opJD7zo
https://youtu.be/3-_6opJD7zo

Da v = ot + u kan t isoleres.
v J—
v:at—i-y@v—y:at(:)T:t
Dette indseettes ind i integralet.
x—p
q)(x—],t>_ 1 /ae_(
o oV 27T J—o0

Til sidst skal ogsd greenserne omregnes. Den nedre greense

_ 2
=) do

NI

t = —oco og da o positiv vil ogsa v = ot + u = —oo. Den ovre
xX— . .
greense er t = ———. Dette indseettes i v = ot + y, for at beregne

o
den tilsvarende v-veerdi.

0=0

x—y+ =Xx—Uut+u=x
- H= HTH=

Dette indseettes i integralet.

X—pu 1 /x ,l(u)z
o = e 2\70 ) do
( (o > V2t J—co

Teethedsfunktionen f fas ved differentiation af F.
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6
Konfidensinterval

Normalfordelingen har, som alle fordelinger, et konfidensinterval.
Et konfidensinterval deler en fordeling i tre dele. Pa figuren ses
normalfordelingen inddelt i tre intervaller. Det midterest interval
[—20,20] kaldes 95%-konfidensintervallet. I nogle beger vil dette
interval angives til [—1.960,1.960], fordi det mere preecist giver
95%. De to orange omréader udger ca. 5% af det samlede areal
mellem kurven og fersteaksen. Det bla omrdade udger ca. 95% af
det samlede areal mellem kurven og forsteaksen, det er derfor det
kaldes for 95%-konfidensintervallet.

Frekvens

2.3% 95.4% 2.3%

‘ I 1 I 1 1 ‘ J
-3 -2 -1 0 1 2 3

Spredninger

Det ovenstdende kan formuleres i folgende saetning.

Seetning 6 Lad X veere normalfordelt med middelveerdi u og
spredning o, da vil

P(u—20<X<pu+20)~95%

Bevis



Forst anvendes formlen P(a < X <b) = ® (b—y) @ (a_#)’

den giver at

P(p—20 <X <u+20) :@(W) _q><(74_2‘7)_74>

I teellerneer y —pu =0

(B) o (P2 o(Z) o2

Brokerne kan forkortes med o
20 —20
d <U> — P (U) =0(2)-d(-2)

a

Formlen for fordelingsfunktionen ®(a) = / ¢(x) dx anvendes

—00

og det giver, at
2 -2
*@)-(-2)= [ pdx— [ px)dx
Indskudsseetningen for integraler giver, at
2 -2 2
/ ¢(x)dx — / ¢(x)dx = / ¢(x)dx
—00 —0o0 -2

2
x=
e~ 7 indseettes

1
Funktionen for ¢(x) =
$) = o=
2 p 1 2 2 p
xX)dx = —— e 2 dx
/—2 4)( ) V27T /—2
Udregning i Maple giver at

2
7 dx = 0.9544997360

1 2
— e
V21 /—2

o))

Normale udfald i normalfor-
delingen


https://youtu.be/hdAZLlPoLfY
https://youtu.be/hdAZLlPoLfY

Et konfidensinterval bruges til at afgere om et givent udfald
er sandsynligt. Hvis udfaldet ligger i konfidensintervallet, har vi
tillid (konfidens) til at udfaldet.
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7
Regression

I de tilfeelde hvor det ikke kun er en men to kontinuerte variab-
le, hvor sammenheengen skal undersoges, er de muligt at lave
regression. Ved en linezer regression undersoges om en variabel
Y afheenger af en variabel X. For at undersgge sammenheengen,
bestemmes forst en model for denne sammenhzeng. Modellen vil
have formen y = ax + b, hvor a og b skal bestemmes med de data-
par (x;,y;) der er indsamlet for at undersoge denne sammenhaeng.

Seetning 7 Ved lineeer regression til punkterne (x;, y;), med mind-
ste kvadraters metode, kan a og b i forskriften y = ax + b
bestemmes med

Yy —gx) o o

2

a =
im1 (X — %x;)

Bevis
Summen af kvadratet pd residualerne r; = y; — (ax; — b) skal veere
mindst mulig

ax;+b




For at bestemme de veerdier a og b hvor S(a,b) er mindst muligt
differentieres S bdde med hensyn til a og b.

_ dS(ab) ¢ 2 —b
0 da zlzlxz Xi ) E.-Jill-lrlml
dS(

0 = —_22

Forst benyttes 0 = —2 Z(yi —ax; — b) til at bestemme b.

ET-

Bevis for formlerne til bereg-

ning af a og b i en lineer re-

0=-2 Z(yi —ax; — b) gression med mindste kvadra-
i ters metode

Ligningen divideres med —2.

n

0= Z(yi—axi—b)

i=1
Summen udregnes af tre led hver for sig.
n

i=1

O:

M:
nm=

:1

Anden led faktoriseres og tred]e led omskrives fra summen af n

bertil n-b. . ;
0= Zyi—ain—n-b
i=1 i=1
n - b treekkes fra. .

:1

'M:

I
—_

Ligningen divideres med #.

Z?:1 Yi aZ?:1 Xi

n n

b:

Gennemsnittet af y;-veerdierne er ; og gennemsnittet af x;-veerdierne
er Xx;.
b=9y—ax
Nu kendes sammenhangen mellem punkterne (x;,y;) og b.
Denne sammenhzng kan benyttes til at bestemme sammenhangen

dS(a,b)
da

mellem punkterne (x;,y;) og a. Ligningen = 0 benyttes.

n

0=-2 in(yi —ax; —b)
i=1
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https://youtu.be/opIjb0kjwpc
https://youtu.be/opIjb0kjwpc

Ligningen divideres med —2.

n
0= xi(y; —ax; —b)
i3

x; ganges ind i parentesen.

n

=Y (xy; — ax] — bx;)
i=1

b = §j — ax indseettes.
- 2
0=) (xiyi —axj — (7 — a%)x;)
i=1
x; ganges ind i parentesen.
- 2
0=Y (xiy; — ax; — jx; — axx;)
i=1
Ligningen opdeles i led med og uden a.

n n

Z XiYi — yxl 2(_‘”(12""“92951')

i=1 i=1

Led med a faktoriseres.

n n
0=Y (xy;i—7x;) —a)y_(x? — %x;)
i=

i=1

ay_(x? — xx;) leegges til.

n

a Z(sz —Xx;) =

i=1

=

(xiyi — gxi)

Il
-

Ligningen divideres med y_(x7 — %x;).

_ Xt (xiyi — i)
i (0 — %x;)

Nu er sammenhengen mellem punkterne (x;,y;) og a bestemt.
Tilsidst skal det bestemmes om der er tale om et minimum. For
at bestemme det bestemmes
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d*S(a,b) ! !
—r = d<x—2-xi~(y,«—ax,»—b)>/da—iZleiz

d25(a, b " "
% = d(Z—Z(yi—axi—b)) /db:l;2

d?S(a,b) 't L
. - d(lg—lxi-(yl—ax,—b)) /db—g2xl

Hyvis

0 d?S(a,b)
da?
. #S(a,b) d?S(a,b)  d*S(a,b)’
da? db? dadb
er der tale om et lokalt minimum.
iniz >0
i=1

da x7 er altid positivt. Nu underseges den anden ulighed. Denne
ulighed kan reduceres.

n n n 2
22x3-22—< 2xi> >0
i=1 i 1

i=1 i=
n n n 2
4y a7y 1-4 (Z%) >0
i=1 i=1 i=1

2
n n n
4y ' x7-Y 1>4 <szi>
i=1 i=1 i=1
For at bevise at denne ulighed ses pa felgende andengradspolyno-
mium
n n n n
fO =Y | ?=2Yx|x+Y1=) (xix—1)
i=1 i=1 i=1 i=1

Da f(x) > 0 vil diskriminanten for f(x) veere negativ. Diskrimi-

(—2 (ﬁx,«))z—zy <Iix$> ﬂil <0

nanten er
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Denne ulighed kan reduceres til

Heraf ses det onskede.
[ |

Efter at modellen er bestemt laves modelkontrol. En underse-
gelse af hvor god en model der er tale om. Den forste metode
til at undersege om modellen er god, er ved at plotte modellen
sammen med de data der ligger til grund for modellen. Et plot af
residualerne mod den forklarende variabel (X) kan anvendes til at
se om der er systematiske afvigelser fra modellen. I residualplottet
kan det ogsa ses om der er atypiske observationer, der kaldes
outliers. S& kan korrelationskoefficienten R? beregnes. Den er et
mal for ssmmenheaengen mellem de to variable X og Y. Det er ogsa
muligt at beregne et konfidensinterval for de to parametre 4 og b i
modellen. Hvis konfidensintervallet for a (heeldningskoefficienten)
indeholder nul, betyder det at der ikke er sammenhaeng mellem
de to variable. Det er ogsa mulig at undersgge om residualerne er
normalfordelt - som det ber veere.
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8
Binomialfordelingen

Binomialfordelingen er en szerlig fordeling der forekommer nér der
laves en serie af uafheengige Bernoulliforseg. En binomialfordelt
stokastisk variabel S ~ b(n, p) er summen af n > 1 Bernoulliforseg
med en successandsynlighed p mellem 0 og 1. Sammenheengen
mellem binomialfordelingen og normalfordelingen er defineret i
den centrale greenseveerdisaetning. Den siger at sandsynligheden
for at fd mindre end r succeser af n mulige i binomialfordelingen
er lig med sandsynligheden for at fa en veerdi der mindre end
r i normalfordelingen med samme middelveerdi og med samme
spredning som i binomialfordelingen. Nar n naermer sig uendelig.

Saetning 8 — Den centrale greenseveerdisaetning. Lad X; veere n > 1
uafheengige Bernoulliforseg med successandsynlighed p mel-
lem 0 og 1 0og Sy = X3 +---+ X;;. S& geelder der for x €

] — 00,00[, at

lim P <S”U_” < x) = ®(x)

Dette betyder, at der kan laves en normalfordelingsapproksi-
mation til binomialfordelingen med middelveerdi 4 = n - p og
spredning o = \/n-p- (1 — p). Dette viser sig seerligt praktisk
for storre veerdier af n > 500, hvor det kan veere problematisk
at udregne P(X < x) fordi det kraever stor regnekraft. Men nu
til beskrivelsen af relevante formler, der kan bruges til at udferer
beregninger med binomialfordelingen.

Der er to dele binomialkoefficienten og binomialsandsynlig-
heder. Binomialkoefficienten antallet af mader hvorpa, der kan
udtages r forskellige elementer, fra en meengde med #n forskellige



elementer.

Saetning 9 Binomialkoefficienten har formlen

Bevis

Formlen indses nemmest ved at se pa situationen fra synspunktet
hvor der er n elementer som alle er forskellige. Der er derfor n!
méder de kan udvzelges pa. Sa anvendes multiplikationsprincippet
pé opdelingenen af de 7 elementer i to grupper. Den ene gruppe
indeholder r elementer. Den anden gruppe indeholder sa n — r ele-
menter. Opdelingen kan illustreres med farver. Da alle elementerne
er unikke har de hver et bogstav. Som eksempel ses pa 5 cirkler.

Gruppen med r elementer kan udveelges pa r! mader og grup-
pen med n — r elementer kan udveelges pa (n —r)!. Der er K(n,r)
mader som r elementer kan udtages af n elementer. Multiplika-
tionspricippet giver sa at

nl=rl-(n—r)-K(nr)
i denne ligningen isoleres K(1,r).

n!

K(n,r) = m
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https://www.youtube.com/watch?v=Y_K61Qbv5Sc
https://www.youtube.com/watch?v=Y_K61Qbv5Sc

Dette resultat skal bruges til at bestemme binomialsandsynlig-
heden P(X =r).

Satning 10 Sandsynlighedsparameteren er p og antalsparamete-
ren er n for den stokastiske variabel X. Da er sandsynligheden
for at fa netop r succeser ud af n mulige

P(X=r)=K(n,r)-p-(1—p)""

Sandsynlighederne kan ganges fordi de enkelte udfald er uaf-
heengige.

Eksempelvis har

Sandsynligheden
ppp-(1=p)-(1-p)

Da 3 kan velges ud af 5 mulige pa 10 mdder, skal denne sand-
synlighed ganges med 10. Det er fordi binomialsandsynligheden
P(X = 3) er sandsynligheden for at f& 3 succeser ud af 5 mulige,
den siger ikke noget om, at det skal ske i en bestemt raekkefol-
ge. Grafen for denne sandsynlighedsfunktion kan vises med et
pindediagram. P4 (1)-aksen er r og pé (2)-aksen er P(X =r).

2)

Binomialsandsynligheder

02t

01T

2 4 6 8 10 12
Tabellen for X ~ b(12,0.3) er
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https://www.youtube.com/watch?v=vHnTXEptTTI
https://www.youtube.com/watch?v=vHnTXEptTTI

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12

P(X=vr)|14 |71 168 | 240|231 | 158 | 7.9 | 2.9 | 0.8 | 0.1 | 0.02 | 0.00

0.00

Grafen kan illustrere hvordan en binomialtest fungere. Ved en
binomialtest veelges et signifikansniveau. Som eksempel vaelges
10 %. Ved en venstresidet test er det kritiske omrdde de veerdier
som star leengst til venstre, hvor summen tilsammen er mindre
end 10 %.

(2)

020 T

0.10 T

2 4 6 8 10 12

Her er det kritiske omrade {0,1}. Det betyder, at i det tilfeelde
hvor et udfald kun indeholder O eller 1 succeser forkastes nulhy-
potesen.

Ved en hgijresidet test er det kritiske omrade de veerdier som
star leengst til hejre, hvor summen tilsammen er mindre end 10 %.

(2)

020 T

0.10 T

2 4 6 8 10 12

Her er det kritiske omrade {7,8,...,12}. Det betyder, at i det
tilfeelde hvor et udfald indeholder 7 eller flere succeser forkastes
nulhypotesen.

Ved en tosidet test deles signifikansniveauet i to lige store dele
og der udferes samtidig en venstre og hejresidet test, med det

44




halve signifikansniveau.

)

020

0.10

T — (1)
2 4 6 8 10 12

Her er det kritiske omrade {0} og {7,8,...,12}.
I det folgende vil vi vise at y = E(X) = np for en binomialfor-
delt stokastisk variabel X.

Seetning 11 Hvis X er en binomialfordelt stokastisk variabel med
antalsparameter 1 og sandsynlighedsparameter p. Da er mid-
delveerdien p.

p=EX)=np

Bevis
For at vise dette skal vi forst vise at

E(X+Y) = E(X) + E(Y)

Altsa at middelveerdien af summen af to stokastiske variabler er det
sammen som summen af middelveerdien for sammen stokastiske
variabler.

n m
E(X+Y) = Y Y (xi+y))- P,

i=1j=1
n m

= Y. ) % Pty Py
i=1j=1

m n m

= Y)Y xi-Pi+) Yy Py
i=1j=1 i=1j=1
n m

= Y x-P-14+) y;-P-1
i=1 j=1

— E(X)+E(Y)

Bevis for E(X+Y) = E(X) +
E(Y)

BINOMIALFORDELINGEN 45


https://youtu.be/1Awf80NcD9E
https://youtu.be/1Awf80NcD9E

En binomialfordelt stokastisk variabel X ~ b(#, p) er summen
af n Bernoulliforseg. Et Bernoulliforsgg er et forseg hvor der er to
udfald log 0 og sandsynlighedstabellen for et Bernoulliforseg er

B=x |1]| 0
PB=x;) |p|1-p

Det betyder at middelveerdien er
E(B)=1-p+0-(1-p)=p

Nu kan middelveerdien af den binomialfordelte stokastiske vari-
abel X bestemmes.

E(X) = E(By+---+B,)
E(B1)+---+E(By)
= np

E(X) = np for en binomi-
alfordelt stokastisk variabel
med antalsparameter 1 og
sandsynlighedsparameter p


https://youtu.be/kvmZA9c9_HI
https://youtu.be/kvmZA9c9_HI

9
Produktfunktionen

For at kunne lose differentialligninger, er det nedvendigt at have
kendskab til en reekke metoder til differentiation og integration.
Differentiation og integration anvendes dog ikke udelukkende til
at lose differentialligninger. I det folgende preesenteres en raekke
anvendelser og centrale redskaber nér der arbejdes med differenti-
ation og integration.

Produktfunktionen (f - g)(x) er defineret ved at

(f-&)(x) = f(x)-g(x)

Seetning 12 Produktfunktionen (f - ¢)(x) har differentialkvotien-
ten

(f-8)'(x) = fi(x) - 8(x) + f(x) - §'(x)

Bevis
For at vise dette anvendes definitionen af differentialkvotienten

e = lig LD =)

Definitionen anvendes pa produktfunktionen.

(f-8)(xo + 1) — (f - 8)(x0)

/ T
(f-8)(x0) = }llliré h Bevis for produktreglen

Sé& anvendes definitionen af produktfunktionen

(f -8 (x0) = lim flxo+h)-g(xo +hh) — f(x0) - §(x0)

I teelleren leegges f(xo) - g(xo + 1) — f(x0) - g(xo + h) til.
fxo+h) -g(xo+1) = f(x0) - g(x0) + f(x0) - g(x0 + 1) = f(x0) - (x0 + /1)

(F &) (x0) = lim !

—0


https://youtu.be/XTp2PHUDcaI
https://youtu.be/XTp2PHUDcaI

Teelleren opdeles i to faktorer.

(f(x0 +h) = f(x0)) - g(x0 +h) + f(x0) - (g(x0 +h) — g(x0))

. / = 1
(f-8)"(x0) = lim 7
Brokregnereglerne 2 =24 b og ab_a b anvendes.
c ¢ c c
: +h) - +h) —
(-8 (zo) = Jim FOOFTIZIGO) g 41 1 i) 8L N Z 80

Regnereglerne lim f(x) + g(x) = lim f(x) + lim g(x) og lim f(x) -
g(x) =lim f(x) - lim g(x) anvendes.

f(xo+h) — f(xo)
h

(-8)'(x0) = lim lim g0+ 1) + lim £ (x0) - lim

—0

Greenseverdierne udregnes.

(f-8) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0)
||

Dette resultat kan benyttes til at vise, at differentialkvotienten

for x" ern - x" 1.

Setning 13 Differentialkvotienten for x" er n - x" !

Bevis
Dette kan vises ved induktion. I et induktionsbevis er der tre trin. I
det forst trin vises at pastanden er korrekt for én veerdi af - i dette
tilfeelde - n. I andet trin vises at n = n + 1. Hvis pdstanden er sand
for n s& er den ogsé sand for n + 1. I tredje trin konkluders, at hvis
den er sand for fx n = 1 og at det er sandt at n = n + 1, sd er det
sandt for alle naturlige tal. Men det er ikke vist at det er sandt for
alle reelle tal eller negative tal.

Trin 1

Forst vises at det er sandt for n = 1.

(x1) = hmw — limﬁ — lim1=1
h—0 h h—0h h—0
Seetningen siger at

d=1x"1=1.2=1-1=1

48

g(xo +h) — g(xo0)
h

Bevis ved induktion for at
(x" =n-x""forn e N


https://youtu.be/jLfJx8tlta0
https://youtu.be/jLfJx8tlta0

Seetningen giver det korrekte svar og derfor er det vist at den er
sand for veerdien n = 1.

Trin 2

Nu vises at n = n + 1.

(Y = (x "
Dette udtryk kan differentieres med produktreglen.
(x-x") =1-x"4+x-n-x""!

Bemeerk at reglen (x")" = n - x"~! blev brugt i udregningen.
(x-x") =x"4+n- x"

Dette kan faktoriseres.
(x- ") =(mn+1)-x"

Seetningen siger at det skal give

(anrl)/ _ (Yl + 1) . x(?’l“rl)*l _ (Tl—I— l) Cx

Seetningen giver det korrekte svar og derfor er det vist at
n = n+l
Trin 3

Nu kan det konkluderes at seetningen geelder for alletal 1,2,3, . ...
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10
Middelveerdi- og monotonisaetningen

Satning 14 — Middelvaerdisatningen. Hvis f er en kontinuert funk-
tion pd intervallet [a,b] s vil der findes mindst en veerdi c i
intervallet |a, b[ sa

/
= @
- f(c)
Bevis
(2)
? Bevis for middelveerdiseetnin-
1 gen
1
1
f !
1
1
1
O : 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
a Cq C2 3 h M

Forst antager vi at f(a) = f(b) og vi vil vise at der findes mindst
en veerdi c s& f'(c) = 0.

Forst antager vi at f(a) = f(b) og at funktionen er konstant. S&
vil f veere konstant og sd er f'(x) = 0 i alle punkter og derfor ogsa

if'(c).


https://youtu.be/UCDS_XTTcNU
https://youtu.be/UCDS_XTTcNU

Sp-----9
afp-----0

Vi kan nu antage at der findes en veerdi xp hvor funktionens-
veerdien f(xg) er forskellig fra f(a) og f(b). Det betyder at der vil
findes et maksimum eller et minimum. Dette maksimumssted eller
minimumssted er ¢ og derfor vil der geelde at f'(c) = 0.

(2)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Cc

(1)

QfF-----

=
o
S f-----d

Dette skal nu bruges til at vise middelvaerdiseaetningen.

Vi starter med at bestemme forskriften for den rette linje, der
gar gennem a og b. Forskriften for en ret linje er y = ax 4 . Hvor
« er heeldningen og f er skeeringen med 2. aksen.

(2)

R
w—————l
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Dette kan sammenseettes til felgende ligning

y= L@

Nu konstrueres en ny funktion g som er g(x) = f(x) —y. Denne
nye funktion vil have forskriften

f /:"i """"" 8(x0) = f(x0) = vo
I — =
)

Denne funktion differentieres

g =r) - (1210

For denne funktion geelder at g(a) = g(b) og derfor vil der findes
mindst et ¢ hvor ¢’(c) = 0, i felge det tidligere viste. Veerdien for ¢

indseettes i ¢’(x)

g0 = (o - (HO=1E)

Da ¢'(c) = 0 bliver det til

0= (o) - (HO=11)
Efter at f'(c) leegges til fs det enskede.
ey = LIS
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Satning 15 — Monotonisatningen. Hvis f er en kontinuert funk-
tion pd intervallet I sd vil

f(x) er voksende for x € [ & f'(x) > 0.

f(x) er aftagende for x € I & f'(x) < 0.

Bevis
Hvis f er aftagende geelder at

xp <x3 & f(x1) > f(x2)

Det folger sa af middelveerdiseetningen at for ¢ € I.

f(x2) = f(x1)

X2 — X1

=f'(c) <0

)

f(x1)
f(x2)

Hvis f er voksende geelder at

X1 < Xp & f(xl) < f(XZ)
Det folger sa af middelveerdiseetningen at for ¢ € I.

f(x2) = f(x1)

X2 — X1

=f(c)>0

54

Bevis for monotonisaetningen


https://youtu.be/sJM0EWZLEN0
https://youtu.be/sJM0EWZLEN0

11
Funktioner af to variable - gradient stationaere punk-

ter

En funktion f(x) = y betyder at variablen y afheenger af en enkelt
variabel x. Mange ting afheenger af mere end én varibel og er
derfor en funktion af mere end én variabel. Volumen af en cylinder
atheenger bade af radius og af hgjden.

N~

Derfor kan volumen skrives som en funktion af de to variable

hejden h og radius 7 V = f (hl 7’) hvor Introduktion til funktioner af
to variable

f(hr)y=m-r*-h

Grafen for en funktion af to variabler er en flade.


https://youtu.be/8kaddm8y1f0
https://youtu.be/8kaddm8y1f0

f(hr)y=m-r*-h

200

100

En anden made at se grafen pa er ved at tegne niveaukurver. Ni-
veaukurverne er grafisk repraesenteret pa 3D-grafen ved forskellige
farver.

f(h,r):n-rz-h

35F -

25F -

05k 0\ .

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 12 14 16 1.8 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42
r

Nar niveaukurverne ligger teet betyder det at grafen vokser
hurtigt i den retning. Labelen pa niveaukurven viser volumen af
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cylinderen.

Pa grafen ses at volumen af cylinderen atheenger af r er som en
parabel og volumen afheenger af hojden som en lineaer funktion.
Dette udtrykkes bedst ved at se pa snitkurven for fx f(2,r) og

f(h,3).

Snitkurver

200

100

Funktioner af flere variable har partielt aflede

flx+hy) —flxy)

fe(x,y) = lim

h—0 h
f;(x,y) — }(i% f(xry+k;)l — f(x,y)

Det understillede x og y for den partielt aflede referere til den
variabel i f som der differentieres med hensyn til. En anden mulig
notation er

)
5 fwy) = fi(xy)
Som eksempel pa den partielt aflede kan gives funktionen

f(x,y) :3x2+2y—|-x-y.

9
3/ () =6xty

I dette tilfeelde er differentieres funktionen med hensyn til x og
det betyder at 3x* bliver 6x, 2y er en konstant og derfor bliver det
til 0, x - y er y en konstant, der ganges x og da giver reglerne for
differentiation at der er y.

0
@f(x,y) =2+x

FUNKTIONER AF TO VARIABLE - GRADIENT STATIONZERE
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I dette tilfelde er differentieres funktionen med hensyn til y
og det betyder at 3x* er en konstant og derfor bliver det til 0, 2y
er bliver det til 2, x - y er x en konstant, der ganges y og da giver
reglerne for differentiation at der er x.

Gradienten for en funktion af to variable er en vektorfunktion.
Gradienten er defineret som

VF(ay) = (fx(x,y)>

fr(xy)

Setning 16 Gradienten i et punkt P(a,b, f(a,b)) star vinkelret
pa niveaukurven for funktionen f(x,y) = f(a,b)

Jeg kommer ikke med noget bevis for denne seetning. Men her
er et eksempel med funktionenen

f(x,y) = x*y +5xy +2

flx,y) = x2y+5xy+2




f(x,y) = x*y +5xy +2

Pa figureren ses gradienten til punktet P(—2, —1,8).

2xy + 5y
x> + 5x

-1
ssan- ()

Pa figureren ses ogsa to seerlige punkter S; og S,. I disse punkter

Vi(xy) = (

skal gradienten std vinkelret pa flere ikke parallelle niveaukurver.
Dette kan kun lade sig gore hvis gradienten er nulvektoren. Disse
punkter kaldes for stationeere punkter.

P(x0,Y0, f(x0,0)) er et stationeert punkt for f hvis gradienten
er nulvektoren i dette punkt. For at udregne om det stationeere
punkt P er et maksimum, et minimum, et saddelpunkt eller ingen
af delene bestemmes 7, s og t.

FUNKTIONER AF TO VARIABLE - GRADIENT STATIONZERE
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r o= fix(xo,y0)
s = fyy(x0,v0) = fyx(x0,v0)
t = fy(xov0)
Derefter udregnes diskriminanten D = r - ¢ — s2. Hvis D < 0 er
P et saddelpunkt. Hvis D = 0 er P inden af delene. Hvis D > 0

og r > 0 er det et lokalt minimum. Hvis D > 0 og 7 < 0 er det et
lokalt maksimum.

Satning 17 Hvis funktioner fy,

i P og fy(x,y) og fy(x,y) er kontinuerte i et omrade omkring
P(a,b, f(a,b)) s& geelder der at

fry(a,b) = fy(a,b)

(x,¥) 0g fyx(x,y) er kontinuerte

Bevis
Lad & og k vaere sma positive tal, sa (a + h,b + k) ligger i en cirkel
med centrum i (a,b). Da vil ogsa alle punkterne i rektangel med
hjernerne (a,b), (a,b+k), (a+h,b+k) og (a+h,b) ogsa ligge i
cirklen.

Forst defineres nogle hjelpefunktioner

Q = fla+hb+k)—f(la+hb)—f(ab+k)+ f(ab)
u(x) = f(x,b+k)— f(x,b)
o(y) = fla+hy)—f(ay)

Q = u(a+h)—ua)
Q = ob+k)—o(b)

Nu folger der af middelveerdiseetningen, som kan bruges fordi
funktioner fy, (x,y) og fy.(x,y) er kontinuerte i P og fy(x,y) og
f;(x, y) er kontinuerte i et omrdde omkring P(a, b, f(a,b)), at der
findes et tal i; mellem 0 og 1 sa

u(a+h) —u(a)

(a+h)—a =wlati-n

60

Symmetri  af
tiationsraekkefolgen

fa (o y) = fire(xy)

differen-


https://youtu.be/I-5n3LoLZhU
https://youtu.be/I-5n3LoLZhU

Denne ligning kan reduceres til

u(a+h) —u(a)
h
h kan gangs pa begge sider

= u/(u—l-il h)

Q=u(a+h)—u(a)=h-u'(a+i h)

Ved at bruge definitionen af u(x) fa at

Q=h-u'(a+iy-h)=h-(fy(a+i1-hb+k)— fr(a+ir-hD))
Middelveerdiseetningen anvendes nu pa fi.(a +iy - h,b+k) —

fi(a+1y - h,b) med hensyn til den anden variabel.

fla+iy-hb+k)— fl(a+i-h,b)
b1k —b

= fyya+ii-hb+ip-k)

Denne ligning kan reduceres til

y - g i
Sl i WO = Rt B oy iy k)

k kan gangs pa begge sider

fela+iy-hb+k) = fy(a+iy-hb) =k-fy,(a+iy-hb+i-k)

Det betyder at Q kan omskrives til

Q=rh(fi(a+ir-hb+k) — fi(a+i-h,b)) :h.(k-f;’y(a+i1-h,b+i2-k))

Ved et tilsvarende argument kan Q = v(b + k) — v(b) ogsa
skrives som

Q=h- (k- flxa+is-hb+iy-K))
hvor i3 og iy er tal mellem 0 og 1.

Nu haves to forskellige formler for Q og disse kan seettes lig
hinanden.

FUNKTIONER AF TO VARIABLE - GRADIENT STATIONZERE
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I (k.f;(’y(aJrz‘l .h,b+i2.k)) —n. (k-f;;(a+i3-h,b+i4-k))
Ligningen kan divideres med & - k
foa+iv-hb+iz k)= fli(a+iz-hb+iy-k)

Da funktioner fy, (x,y) og fyx(x,y) er kontinuerte i P kan graen-
seveerdien udregnes for h — 0 og k — 0. 53 fas at

fry(a,b) = fy:(a,b)
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12
Funktioner af to variable - tangentplan

I det folgende til krydsproduktet bruges. Krydsproduktet af to
vektorer

OUx Wy
= |vy | og@=[w,
Uz 4%+

Er defineret som

Det skal ogsé bruges at 7 star vinkelret pa bade vektor ¢ og .



Normalvektor

Dette folger at af to vektorer @ og b er vinkelrette hvis og kun
hvis 7-b = 0.

Setning 18 71 = ¥ x W star vinkelret pa bade vektor 7 og @

Bevis
Bevis for at 7i = ¥ x @ stér
vinkelret pa bade vektor 7 og
vy'wz_vz‘wy vx w0
- = —(vx Wz —vz-wy) || oy
vx‘w‘l/fvy'wX UZ

= (vy-w; =0z wy) Vx — (Vx - Wz — Vz - Wy) - Oy + (Vg - Wy — Vy - W) - Uz
Ved at gange parenteserne ud fés at
vy'wz'vxf’vz'w‘l/'vx*’vx'wZ'vy‘i’vz'wx'vy‘l“vx'u)y’vzfvy'ZUx'vz :0

Et tilsvarende argument kan bruges til at vise at 7 star vinkelret
pa vektor @.
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https://youtu.be/mEqd9KzuQQQ
https://youtu.be/mEqd9KzuQQQ

En normallinje der gar gennem et punkt P(a, b, f(a,b)) pa fladen
for en funktion f(x,y), er en linje som star vinkelret pd fladen i
punktet P. Et tangentplan er en plan flade der indeholder punktet
P og som star vinkelret pd en normallinjen der gér gennem P. En
normallinje har en retningsvektor, som ogsa er en normalvektor.

Setning 19 Ligningen for tangentplanen til grafen for f(x,y) i
punktet P(a,b, f(a,b)) er

z= f(a,b) + fx(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b)

Bevis
Antag at en flade z = f(x,y) har en tangentplan der ikke er parallel
med z-aksen.

Tangentplanen skeerer planen y = b i en ret linje, der er tangent
i P til kurven der er dannet af skeeringen mellem fladen z = f(x,y)
og planen y = b.

CSOSS
1 OSSOSO
PSS Yo
SIS S
SIS0
» "‘o

SIS

Denne rette linje har heeldningen f7(a,b) og er derfor parallel

Bevis for ligningen for tan-
gentplanen.
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https://youtu.be/5cNax62m9qo
https://youtu.be/5cNax62m9qo

med vektoren

fi(a,b)

Tangentplanen skeerer planen x = a i en ret linje, der er tangent
i P til kurven der er dannet af skeeringen mellem fladen z = f(x,y)
og planen x = a.

Denne rette linje har heeldningen f; (a,b) og er derfor parallel

med vektoren
0

T,=| 1
fy(a,b)

Normalvektoren kan nu udregnes som krydsproduktet af T, x

0 1 1- fi(a,b) = 0- f;(a,b) (a,b)
i=TyxTy= 1 X 0 = | —(0-fila,b) =1 fy(a,b)) | = | fy(a,b)
fyla,b))  \fu(a,b) 0-0-1-1 _1



De punkter (x,y,z) som ligger i tangentplanen, er dem der
sammen med punktet P(a,b, f(a,b)) danner en vektor, der star
vinkelret pd normavektoren. Det betyder at

X—a fi(a,b)
y—b || filab) | =0
z— f(a,b) -1

Derfor har tangentplanen, der gar gennem P(a, b, f(a,b)) og har
#i som normalvektor ligningen

fila,b) - (x —a) + fy(a,b) - (y =b) =1+ (z = f(a,b)) =0
Den sidste paraentes kan ganges ud
fila,b) - (x —a) + fy(a,b) - (y = b) =2+ f(a,b) = 0

z kan isoleres og sd fas at, tangentplanen i punktet P(a, b, f(a, b))
er

z= f(a,b) + fu(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b)
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Integralregning - F'(x) = f(x)

For rigtigt at kunne udregne integraler, viser folgende overrasken-
de seetning sig virkelig nyttig.

Seetning 20 Lad f(x) veere en kontinuert funktion pa intervallet
I som indeholder punktet a. Lad F(x) veere stamfunktionen til

f(x) dvs. i
F(x):/u £(t) dt

Da er f(x) den aflede funktion af F(x) pa intervallet I.

Bevis
Forst anvendes definitionen af den aflede funktion. Video med introduktion til in-
tegralregning via arealfunk-
tion.
. F(xo+h)—F(x
F'(x) = lim (xo +1) (%)
h—0 h

X
Derneest udnyttes at F(x) = / f(t)dt
a

lim L0+ = Flxo) _ oy 1 </ﬂxo+hf(t)dt—/;0f(t)dt>

h—0 h h—0h

Nu ses pa de to integraler, her er en skitse af de to arealer som

de repreesentere.


https://youtu.be/nRpeqr2fAZ4
https://youtu.be/nRpeqr2fAZ4

Det forste integral / ot f(t)dt gar fra a til xo + h (det enkelt
skraverede omrade), mens det andet integral kun gar fra a og til
xp (det kryds skraverede omrade). Treekkes det andet integral fra
det forste fas folgende areal.

(2)

Det integral der er tilbage gér fra x til xo + h.

lim % < / Oy de— / 0 dt> = lim % < / :M 10 dt)

Da f er en kontinuert funktion, vil der findes en veerdi ¢, som
xo+h
afheenger af h s& / f(t)dt =h- f(c).
Xo

xo+h
Her ses de to arealer / ’ f(t)dt (skraveret gren) og h - f(c)
X
(Iys rod). ’
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/

Det betyder at lim ~ ([ f(t)dt) = tim L (n D
et bety erathli%h</xo f(t) t>_h1—>0h( - f(c)). Dette

kan reduceres til }lin*é f(c) og da c gar mod xg ndr h gar mod 0
—

(kreever overvejelse) kan udtrykket omskrives til Can; f(c).Da f er
0
kontinuert vil ILm f(c) = f(xp) og da dette geelder for alle veerdier
c—XQ

af xg er f(xp) = f(x).
|

INTEGRALREGNING - f'(x) = f(x) 71
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Integralregning - Integration ved substitution

Redegpr for begreberne differentialkvotient og stamfunktion. For-
klar om differentiation af sammensat funktion, og udled reglen for
integration ved substitution.

Forst erindre vi, at differentiation af en sammensat funktion
sker ved folgende regel

(f(8(x))" = f'(g(x)) - &' (x)
og reglen F'(x) = f(x) hvor F(x) er stamfunktion til f(x). Dis-
se regler kan bruges til at vise regnereglen for integration ved
substitution.

Saetning 21

[ Fle) g ax = [ f(t)at

hvor t = g(x).

Bevis
I folge reglen F/(x) = f (x) hvor F(x) er stamfunktion til f(x) vil

/f dx—/F’ (x) dx

I folge reglen for differentiation af en sammensat funktion vil

[F(e) g/ (x)dx = [ (F(g(x))' dx
)

og ved substitution af g(x) = t bliver det
(

/(F g(x)) dx = /F’(t)dt

I folge reglen F'(x) = f(x) hvor F(x) er stamfunktion til f(x) vil

/F/ £)dt = /f ) dt

Eksempel pa integration ved
substitution

(=% % [e]

Bevis for setningen om inte-
gration ved substitution


https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/iXDWWkOHx2c
https://youtu.be/iXDWWkOHx2c
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Integralregning - Kurveleengde

Redegor for begreberne ubestemt og bestemt integral.

Seetning 22 Kurvelengden af et stykke af grafen for en funktion.

L:/b,/1+f'(x)2dx

hvis f'(x) er kontinuert pa intervallet [a, b] og f(x) er defineret

pa samme.

Bevis
Grafen for f(x) kan pé intervallet [a,b] opdeles i n linjestykker,
hvor

a=xg<x1<--<x,=0b

lad P; veere punktet (x;, f(x;)) for 0 <i < n.

()




Sa er den samlede leengden af linjestykkerne

n
L, = Z |Pi71Pi|
i=1

Afstanden mellem to punkter |AB| = \/(xb —x2)2 + (Yp — Ya)?

Ly = ; V302 4 (P — flxin))?

Udtrykket divideres og ganges med (x; — x;_;)?

b= (1 VBT
i=1

(x; — xi—1)2

X

Ved brug af brek/potens-regnereglen T (g)x

- flx) = flxiz)\?
Ln = lzi\l <1+ (xl_xl_ll> ) (xp—xi-q1)?

Kvadratroden af (x; — x;_1)? udregnes

_y fla) = fximn) )
Ln—l;(\/ﬂ—( P ! ) )'(xi_xil)

X; — x;_1 erstattes med Ax;

Ly :ié (\/1+ <f(x;)i _i»(xlil))z) - Ax;

Ifolge middelveerdisaetningen findes der en veerdi ¢ € [a,b] sd
f(xi) _f(xl?l) _ f/(c)

Xi — Xi—1

Ly, = Z ( 1+f’(c)2> - Ax;

i=1

For n — oo vil (Riemann sum)

Ly —>/‘h\/1+f’(x)2dx

76



Bevis
Alternativ (Leibnitz)

(2)

ds dy

dx

ds® = dx* + dy?

ds \ 2 dy 2
(&) =1+ (&)

Kvadratroden af ligningen bliver

ds dy 2
ax 1+<dx)

Gang med dx pa begge sider

Division med dx?

Ved integration fas at

s:/ab 1+ (f(x))dx

[=] 2 e

s

. L

[=]

Bevis for formlen til bereg-
ning af kurveleengden.

INTEGRALREGNING - KURVELZNGDE 77


https://youtu.be/kZAiQoseeG0
https://youtu.be/kZAiQoseeG0
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Vektorfunktioner - Hastighedsvektor og stedvektor

En vektorfunktion er en funktion som er en vektor, hvor der til hver
koordinat er en koordinatfunktioner som er atheengig af samme
parameter fx t.

Denne vektorfunktion kaldes ogsé for stedvektor-funktionen. Ha-
stighedsfunktionen er

Satning 23 Vinklen v mellem to vektorer kan bestemmes med
formlen

@-b=|dl-|b|-cos(v)

Bevis

Denne formel kan vises ved at opskrive de to vektorer som produk-
tet af deres leengde med enhedsvektorer som har samme retning
som 7 og b.



QY

a

- (cos(w))
sin(w)

o [cos(v)
0] ( . )
sin(v)
Vi kan antage at w = 0, altsa at 7 er parallel med (1)-aksen.
Dette kan antages fordi koordinatsystemet kan drejes uden at

endre vinklen mellem de to vektorer. Nar w = 0 er v vinklen
mellem de to vektorer.

b

()

Q[

8o

Vinkel mellem vektorer


https://youtu.be/H6t3fl2bMyw
https://youtu.be/H6t3fl2bMyw

Nar w = 0 bliver 4

- [d cos(w) || - cos(0)
a=lal- =
sin(w) |@] - sin(0)
Prikproduktet af @ og b bliver sa

= (Bl -cos(0)) (1Al - I - .
b= . = |b|-cos(v) - |@] + |b] -sin(v) -0 = |b| - cos(v) - |d]

|b| - sin(v) 0

I denne ligning kan cos(v) isoleres.

i-b
o) =

Denne ligningen kan bruges til at bestemme hzaeldningen mellem
stedvektoren og hastighedsvektoren for vektorfunktionen

o cos(t)
)= (sin(t))

Forst bestemmes hastighedsvektoren.

S() — 3 (1) — —sin(t)
=<0~ )

S3 indseette disse to vektorer i formlen for vinklen mellem to
vektorer.

cos(t) - (—sin(t)) + sin(t) - cos(t) _0_ 0

/cos2(t) + (—sin(t))2 - \/COSZ(f) + sin?(t) 1

cos(v) =

Ligningen cos(v) = 0 har lesningen v = g Dette betyder at

vinklen mellem stedvektoren og hastighedsvektoren er 90°.

VEKTORFUNKTIONER - HASTIGHEDSVEKTOR OG STEDVEKTOR
81
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Vektorfunktioner - Cirkel

Satning 24 Vektorfunktionen for en cirkel er givet ved

o [ X0 7 - cos(t)
0= () (o)

hvor (xo, o) er centrum og r er radius i cirklen.

Bevis
Dette kan indses ved at se vektorfunktionen for cirklen som sum-
men af OC og CP.

0¢

[=]%:5 e
=]

Vektorfunktion for en cirkel

r - sin(f)

%-() ()


https://youtu.be/Q9K-EqjHzJI
https://youtu.be/Q9K-EqjHzJI

Dette sammenseettes til

2(1) — x0> <r~cos(t)>
2 (yo * r - sin(f)

hvor (xg, o) er centrum og r er radius i cirklen. Bemeerk at koordi-
natfunktionerne er

x(t) = xg+r-cos(t)
x(t)—x9 = r-cos(t)
08
y(t) = yo+r-sin(t)
y(t) —yo = r-sin(t)

De to funktioner kan leegges sammen til

(x(t) = x0)? + (y(t) = yo)* = (r-cos(t))*+ (r-sin(1))*
(x(t) = x0)* + (y(t) = yo)> = 17~ (cos(t)* +sin()?)
(x—x0)*+(y—p)* = r*

Dette er cirklens ligningen.
n

Resultatet kan bruges til at vise at omkredsen af en cirkel er
27r.

Setning 25 Omkredsen af en cirkel med radius r er 27tr.

Bevis

Kurveleengden for vektorfunktion kan beregnes med formlen

L= /b Jr (02 -y ()2 dt

Vektorfunktionen beskriver en fuld cirkel for 0 < ¢t < 27 og

Omkreds for en cirkel.

x(t) = xg+r-cos(t)
x'(t) = —r-sin(t)

0g
y(t) = yo+r-sin(t)
y'(t) = r-cos(t)


https://youtu.be/1RiLmU3tc0E
https://youtu.be/1RiLmU3tc0E

Dette indseettes for at bestemmes kurveleengden.

L= /0-271 \/(—r -sin(t))? + (r - cos(t))? dt

Udtrykket kan reduceres ved faktorisering til

T \/ 2 2 2\ 4
= rs - (sin(t)- + t t
| /P Gsin(t)2 + cos(t)?)
Da sin(t)? + cos(t)?> = 1 kan det reduceres til

27T
L= / V2 dt
J0

Da r > 0 fordi det er radius i cirklen.

27
L:/ rdt
0

Nu kan integralet udregnes.

L=[t)f"=r-2n—r-0=r-2r1
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18
Mundtlig eksamen

Grundlaget for den mundtlige prove er en reekke spergsmal for-
muleret af eksaminator med fokus pa matematisk reesonnement
og bevisferelse. De enkelte sporgsmal skal udformes med en over-
skrift, der angiver det overordnede emne for eksaminationen, og
konkrete delspergsmal samt et ukendt bilag, der perspektiverer
emnet. De endelige sporgsmal uden bilag skal offentliggeres i god
tid inden preven og skal tilsammen i al veesentlighed deekke de
faglige mal, kernestof og supplerende stof. Spergsmalene og en
fortegnelse over undervisningsforleb, herunder sterre produkter,
samt de ukendte bilag sendes til censor forud for prevens afhol-
delse. Eksaminationstiden er ca. 30 minutter pr. eksaminand. Der
gives ca. 30 minutters forberedelsestid. Forste del af preven bestar
af eksaminandens preaesentation af sit svar pd det udtrukne sporgs-
mal suppleret med uddybende sporgsmal. Anden del former sig
som en samtale med udgangspunkt i det ukendte bilag og det
overordnede emne.

Bedemmelsen er en vurdering af, i hvilken grad eksaminandens
preestation opfylder de faglige mal. I denne vurdering leegges der
vaegt pd, om eksaminanden demonstrerer indsigt i matematisk teori
og matematisk reesonnement samt matematikkens anvendelser, og
om eksaminanden kan bevaege sig mellem fagets teoretiske og prak-
tiske sider i forbindelse med modellering og problembehandling,
herunder om eksaminanden kan reflektere over matematikkens
anvendelser i andre fag. En elev, der honorer alle de mindstekrav,
som evalueres ved den skriftlige preve, opnar som minimum en
karakter svarende til bestaet. Ved den mundtlige prove leegges
serligt veegt pa eksaminandens kompetence til at kunne kommu-
nikere aktivt i, med og om matematik. Der gives én karakter ud
fra en helhedsbedemmelse af eksaminandens praestation.



18.1 Sporgsmdl

1. Differentialligninger
Beskriv betingelserne for, at en differentialligning kan leses ved
seperation af variable. Bevis metoden "separation af variable” til
losning differentialligning. Les ligningen

dy
ax kY

og forklar sammenheengen til K, = Ko - (1 +1)"

Videoer
. _ dy .
a) Losning af ligningen I b) Bevis for metoden sepera-
k-y tion af variable

2. Differentialligninger
Beskriv fordele og ulemper ved at lose en differentialligning ved
en numerisk metode. Los ligningen

dy

ax Y
ved en numerisk metode og sammenlign lesningen med den
analytiske losning og forklar sammenheengen til K, = Ko - (1 +
r)"
Videoer

a) Numerisk losning af en dif- b) Losning af ligningen Z—Z =

ferentialligning k-y

3. Differentialligninger
Beskriv systemet af koblede differentialligninger i SIR-modellen.
Vis at antallet af individer forudseettes konstant. Forklar hvordan
en algoritme til en numerisk losnings af differentialligningerne
opstilles og vis hvordan algoritmen startes.

Videoer
a) Eulers metode i Maple b) Opstilling af SIR-model

c) Eulers metode pa CoVid-
19
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https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/hb6aKf78r8s
https://youtu.be/hb6aKf78r8s
https://youtu.be/xLFMLzLo2JU
https://youtu.be/xLFMLzLo2JU
https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/_J9DQytNsNQ
https://youtu.be/unPud_qXds8
https://youtu.be/KSElAPVq4Os
https://youtu.be/ujzAV5DaauA
https://youtu.be/ujzAV5DaauA

. Differentialligninger

Beskriv betingelserne for, at en differentialligning kan leses ved
seperation af variable. Bevis metoden "separation af variable” til
losning differentialligning. Les ligningen

dy _
ax = Y

og forklar sammenheengen til normalfordelingen.
Videoer

a) Losning af differentiallig- b) Bevis for metoden sepera-

dy tion af variable

ning é = —xy

. Statistik
Bevis at en normalfordelt stokastisk variabel med middelveerdi
 og spredning ¢ Z ~ N(p,0) har teethedsfunktionen

£0) = 2o (1) = i)

og fordelingsfunktionen

p(x):q>("0”):a;2?/_’;

9

g_%(¥)2dv

Videoer

a) Fordelingsfunktionen for
normalfordelingen

. Statistik
Forklar om begreberne fordelingsfunktion og frekvensfunktion.
Gor rede for normalfordelingen, og vis, at

P(py—20 <X <pu+20)=~95%
nar X er normalfordelt med middelverdi # og spredning o
Videoer

a) Normale udfald i normal-
fordelingen

MUNDTLIG EKSAMEN


https://youtu.be/ZioqF5nsQVA
https://youtu.be/ZioqF5nsQVA
https://youtu.be/hb6aKf78r8s
https://youtu.be/hb6aKf78r8s
https://youtu.be/3-_6opJD7zo
https://youtu.be/3-_6opJD7zo
https://youtu.be/hdAZLlPoLfY
https://youtu.be/hdAZLlPoLfY

7. Statistik
Forklar hvad et residual og residualplot er og vis at den heeld-
ningskoefficient hvor summen af kvadraterne pa de lodrette
afstande mellem linjen og Y-veerdierne fra data er mindst mulig,
kan a og b i forskriften y = ax + b bestemmes med

. Z%l(xilz/i —_?xi) b— i ax
i1 (¥] — x3)

hvor (x;,y;) er datapar og 7 og X er middelveerdien af y; og x;.

Videoer

a) Bevis for formlerne til be- b) Residualplot
regning af a og b i en line-
er regression med mind-
ste kvadraters metode

c) Regression og modelkon- d) Regression og modelkon-
trol i Maple trol kan laves i Maple i et
eksempel hvor modellen

ikke er god

8. Statistik
Bevis formlen for binomialkoefficienten og forklar udregningen

af binomialsandsynligheder.

Videoer

a) Binomialkoefficienten b) Binomialsandsynligheder

9. Differentialregning
Gennemgé definitionen af differentialkvotienten og bestem dif-

ferentialkvotient af (f - g)(x). Benyt dette til at vise
(" =n-x

ved induktion for n € IN.

Videoer
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https://youtu.be/opIjb0kjwpc
https://youtu.be/opIjb0kjwpc
https://youtu.be/opIjb0kjwpc
https://youtu.be/opIjb0kjwpc
https://www.youtube.com/watch?v=d-8sMj8pSPE
https://youtu.be/pe106wXQkT4
https://youtu.be/pe106wXQkT4
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://youtu.be/cQ0bQ9v6vqs
https://www.youtube.com/watch?v=Y_K61Qbv5Sc
https://www.youtube.com/watch?v=vHnTXEptTTI

a) Bevis for produktreglen b) Anvendelse af produktreg-
len

¢) Bevis ved induktion for at
(x") =n-x""lforn e N
10. Differentialregning
Bevis middelveerdiseetningen og monotoniseetningen.
Videoer
a) Bevis for middelveerdiset- b) Bevis for monotonisatnin-
ningen gen

11. Funktioner af to variable
Gor rede for, hvad man forstar ved en funktion af to variable, og
for hvordan, man ved brug af differentialregning kan undersoge
grafens forleb. Begreberne gradient og stationeere punkter skal
indga.
Videoer

a) Introduktion til funktioner ~b) Bevis for fy, (x,y) = fy:(x,y)
af to variable

12. Funktioner af to variable
Gor rede for, hvad man forstar ved en funktion af to variable,

og bevis formlen for tangentplanen.

Videoer

a) Introduktion til funktioner b) Krydsproduktet er en nor-
af to variable malvektor

c) Bevis for ligningen for tan-
gentplanen

13. Integralregning
Bevis at

F'(x) = f(x)
Hvor f(x) er en kontinuert funktion pé intervallet I, som in-
X
deholder punktet a og F(x) = / f(t)dt er stamfunktionen til
a
f(x).

Videoer

MUNDTLIG EKSAMEN
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https://youtu.be/XTp2PHUDcaI
https://youtu.be/DwnNY4dZmLc
https://youtu.be/DwnNY4dZmLc
https://youtu.be/jLfJx8tlta0
https://youtu.be/jLfJx8tlta0
https://youtu.be/UCDS_XTTcNU
https://youtu.be/UCDS_XTTcNU
https://youtu.be/sJM0EWZLEN0
https://youtu.be/sJM0EWZLEN0
https://youtu.be/8kaddm8y1f0
https://youtu.be/8kaddm8y1f0
https://youtu.be/I-5n3LoLZhU
https://youtu.be/8kaddm8y1f0
https://youtu.be/8kaddm8y1f0
https://youtu.be/mEqd9KzuQQQ
https://youtu.be/mEqd9KzuQQQ
https://youtu.be/5cNax62m9qo
https://youtu.be/5cNax62m9qo

a) Bevis for integral- og diffe- b) Integration ved substitution
rentialregningshovedseetning  (eksempel)
14. Integralregning
Redegor for begreberne differentialkvotient og stamfunktion.

Forklar om differentiation af sammensat funktion, og udled
reglen for integration ved substitution.

Videoer

a) Integration ved substitution b) Integration ved substitution
(bevis) (eksempel)

15. Integralregning
Redegor for begreberne ubestemt og bestemt integral. Bevis
formlen for kurveleengden af et stykke af grafen for en funktion.

Videoer
a) Kurveleengde

16. Vektorfunktioner
Gor rede for, hvad man forstdr ved en vektorfunktion. Bevis
formlen til bestemmelse af vinkler mellem vektorer. Vis at ha-
stighedsvektoren og stedvektoren er vinkelrette for vektorfunk-

o cos(t)
= (sin(t))

a) Vinkel mellem vektorer

tionen

Videoer

17. Vektorfunktioner
Gor rede for, at vektorfunktionen for en cirkel er

S() = <x0> N <r~cos(t)>
Yo 7 sin(t)

hvor r er radius og (xo, yo) er centrum i cirklen. Bevis for cirklens
omkreds ud fra formlerne for en vektorfunktions kurveleengde.

Videoer

a) Vektorfunktion for en cir- b) Ombkreds af en cirkel
kel
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https://youtu.be/nRpeqr2fAZ4
https://youtu.be/nRpeqr2fAZ4
https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/iXDWWkOHx2c
https://youtu.be/iXDWWkOHx2c
https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/PBTsga0zLsY
https://youtu.be/kZAiQoseeG0
https://youtu.be/H6t3fl2bMyw
https://youtu.be/Q9K-EqjHzJI
https://youtu.be/Q9K-EqjHzJI
https://youtu.be/1RiLmU3tc0E

Har du brug for hjeelp kan du sege efter den pa min youtube kanal, hvor du ogsa er
velkommen til at kommentere og stille sporgsmal.

https:/ /www.youtube.com/dennispipenbring

P& min hjemmeside

http:/ /matx.dk

kan du finde mange flere opgaver med facit og andre materialer.

978-87-93632-04-

17” “ “‘ “1”‘“2
8 042H

|
917887931632



https://www.youtube.com/dennispipenbring
http://matx.dk
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