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Opstilling af enkle differentialligninger ud fra en sproglig beskrivelse
samt redegorelse for om en given funktion er en losning til en dif-
ferentialligning. Lesning af linezere differentialligninger af 1. orden
og logistiske differentialligninger samt en kvalitativ analyse af givne
differentialligninger.

1. ordens linezre differentialligninger

En differentialligning er en ligning hvor den ubekendte er en funk-
tion y og hvor i’ indgar. Den generalle 1. ordens lineeere differential-
ligning ser sdledes ud

1. ordens lineeer differentialligning

Y — 4(0) ~ (o))

hvor p og g er funktioner af den samme variabel ¢ som y. Men p og
g er kendte funktioner i modseetning til y der defineres via differen-
tialligningen.

Eksempel 2 Et eksempel pa en 1. ordens linezere differentiallignin-
ger er
dy
ar =
For at lgse denne ligning skal der findes en funktion y som opfylder
aty’ = 4y.
Ligningen loses med separation af y og t.

Differentialligning  Lesning
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Yy, yec o
%:b—wy y=
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y=k-x+c

Tabel 1: De 5 typer af differentiallignin-
ger som kan komme til den skriftlige
eksamen.
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dy _
ar =Y
dy=4-ydt dt og dy separeres.
]1/ dy =4dt der divideres med y
/ 5 dy = / 4 dt begge sider integreres
Inly| =4t+C
enlyl = t+C eksponentialfunktionen anvendes
y= eAttC e =k og ATV — g% . g
y = k . e4t

Det er ikke alle differentialligninger, hvor det er muligt at lose

dem ved separation af variable. Ligninger hvor det er muligt er pa
formen

dy
Y~ fw) s
Denne form skal ligningerne std pa inden du begynder at integrere.

Opgave 3 Legs differentialligningerne

dy dy
L dat =2y 2. at =2 Integrale
3. dl:1+y 4. dl:4+2y /2dx:2x+C
dt dt / L
d d ax+bdx = -ax*+bx+C
5. 2y =3+ 2]/ 6. 4y = yZ . 2
dt dt /xdx:7x2+C
. 2
2 _ 1 3
/x dx = 3% +C
[ ] n _ 1 n+1
/x dx = P Hic
/1 dx =1In|x|+C
Eksempel 4 Det er ikke alle ligninger hvor de to funktioner p og g er 1 1
konstanter. I ligningen y’ = t - y er funktionen p(t) =t og g(t) = 0. /; dx = —lInfx|+C
1 1
/m dx = ;ln\ax-‘rb\-i-c
/% dx = S +C
ax ax

/ e™ dx = %e"x +C

Tabel 2: Ofte brugte integraler



Opgave 5 Lgs differentialligningerne

dy _ dy _
1. E—Zty 2. E—t]/—i—Zy
dy _ dy _, >
3. o =ty+5t 4 =ty
dy _t o W _y
at vy Codt ot

Opstilling af differentialligninger

For at der skal veere tale om en differentialligning skal, der beskri-
ves en @ndring fx. en veeksthastighed, koncentrationseendring eller
hastighed.

Eksempel 6 Veeksten af bakterier i en kultur er proportional med an-
tallet af bakterier med en proportionalitetsfaktor o,4. Differentiallig-
ningen der udtrykker dette er

dy

E = O,4y

hvor y er antallet af bakterier til tiden t.
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Undersoge om en given funktion er losning til en differentiallig-
ning

For at underspge om en given funktion er lgsning til en differential-
ligning, indseettes funktionen i differentialligningen og hvis udtryk-
ket er sand er funktionen lesning til ligning.

Eksempel 7 Undersog, om f(x) = x-Inx — x + 1 er en losning til

differentialligningen
d_y _y+x-—1
dx «x
Forst udregnes venstresiden

d(x-Inx—x+1)
dx

:1~lnx-|-x~1—1
X

=Inx dax-l—le
X

Derefter udregnes hojresiden

(xInx—x+1)+x—1 x-Inx—x+x

= 1-1=0
X x
:x-lnx e x—0
X
=Inx E:1
X

Da hgjresiden er lig venstresiden er f en lgsning til differentiallignin-
gen.

Logistiske differentialligninger

Seetning 8 Differentialligningen
d
d—f =ay- (M —y)

har lesningen
M

YT T e M-ewMx

Bevis Denne differentialligning kan leses ved separation af variab-

le.
%:ay-(M—y)(:) dy = a dt

y(M—y)
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Udtrykke y(Ml—y) omskrives for at kunne integrere det
y(Ml y) y(M m Ganges med M pa begge sider
= % ];+ M~ ;l y leegges til og treekkes fra
M ( " A;/I_yy) ) Breoken deles op
M ( y ;) Brekerne forkortes

Nu kan ligningen loses ved at differentiere begge sider.
1 1
M| M=y + - dy / adt
Ved at antage at 0 < y < M fés, at
% (Iny—In(M—y))=at+C

Der ganges med M pa begge sider og C; = C - M og logaritmeregne-

reglenIny —Inx =1In o

y
nM_y—Mat+MC

Eksponentialet tages pa begge sider og ¢t? = ¢ - ¢’ 0g e©1 = C,
ML—]/ _ oMat  ,MC
Der ganges med M — y pa begge sider
y=(M=-y) e G
eMat . c, ganges ind i paraentesen
y=MeMat.c, —yeMit.
y eMit. C, laegges til pa begge sider
y+yeMt.Cp=MeM .G
y seettes udenfor paraentes
y (1+eMt.Cy) = MeMot. C,
Der divideres med (1 + M . C;)

B ]\/IeMozt_C2
a 1+€Mat'C2
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