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Forord

I denne bog, der er teenkt som indledende til stx, vil der veere fokus
pa

- regningsarternes hierarki og simpel symbolbehandling

- regning med potenser og parenteser

- procentregning, absolut og relativ eendring

- linecere funktioner repraesenteret ved deres grafiske forleb, reg-
neforskrift, tabeller og sproglig beskrivelse

- ligningslesning af forstegradsligninger med algebraiske og gra-
fiske metoder

- opstilling af linezere modeller og principielle egenskaber ved
matematiske modeller

- samarbejde med naturvidenskabeligt grundforleb om regression
i Excel

Materialet er udviklet til at kunne gennemferes uden brug af
matematiske veerktejsprogrammer ud over Excel i forbindelse med
regression, sd eleverne har mulighed for at forstd principperne i
de metoder, der gennemgds. Men eleverne kan selvfolgelig sup-
plere deres papir og blyant med et matematisk veerktejsprogram
undervejs eller efter hvert forleb.

Materialet indeholder links til videoer pa youtube.com, der
gennemgar eksempler eller beviser. Links er repraesenteret ved
QR-koder.
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1
Lineaere funktioner

1.1 Sammenhange og funktioner

Videnskabsfolk, politikere og andre er interesseret i sammenheenge.
Hvad er sammenheengen mellem maengden af CO,(g) i atmosfeeren
og den globale middeltemperatur? Hvordan udvikler Danmarks
BNP sig over tid? Matematik kan benyttes til at beskrive sddanne
sammenheenge preecist.

I matematik benyttes begrebet variabel om sterrelser, der kan
have forskellige veerdier. En variabel vises med et bogstav. En
variabel kan veere vindhastighed. Det kan man veelge at betegne
med bogstavet x. En variabel y kan afheenge af en anden variabel x.
Eksempelvis athaenger effekten af en vindmelle af vindhastigheden.
Effekten y er den afheengige variabel, og vindhastigheden x er
den uafheengige variabel. Effekten y = f(x) er en funktion af
vindhastigheden x. Funktionen kan der tegnes en graf for.
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Matematisk defineres en funktion pa felgende made:



Definition 1 — Funktion. En variabel y er en funktion af en anden
variabel x, hvis der til hver x-veerdi herer en bestemt y-veerdi.
Denne veerdi kaldes funktionsveerdien, og man skriver y = f(x).
f(x) udtales »f af x«.

Det er ikke alle sammenhzenge, der kan beskrives med en funk-
tion. Det er en betingelse, at der til hver uaftheengig veerdi findes
maksimalt én afheengig veerdi. Som eksempel pa en sammenheeng,
der ikke kan beskrives med en funktion, er ssmmenheengen mel-
lem temperaturen og tidspunktet pa dagen. Som det ses pd grafen
herunder, er der to tidspunkter, hvor temperaturen er 20°C.
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Et andet eksempel er en cirkel. Den er heller ikke graf for en
funktion.
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ovelse 1 Afgor, om folgende er grafen for en funktion.
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1.2 Linear funktion

En lineeer funktion y = f(x) har en afheengig variabel y og en
uatheengig variabel x, og den kan skrives pa formen

y=a-x+b
hvor a og b er tal. Da y = f(x), kan den ogsa skrives
flx)=a-x+0

Grafen for en linezer funktion er en ret linje, der ikke er lodret. Alle
rette linjer, der ikke er lodrette, er graf for en lineser funktion.

Sammenhzngen mellem funktionen og grafen er, at nar x vok-
ser med 1, vokser f(x) = ax + b med a, og konstanten b angiver
grafens skeeringspunkt med 2.-aksen.

LINEZRE FUNKTIONER ¢



Definition 2 — Forskrift for linezr funktion. En funktion med regne-
forskrift:
f(x)=a-x+b

hvor a kaldes heeldningskoefficienten, og b kaldes konstantled-
det, er en linezer funktion.

1.2.1 Sammenhaeng mellem graf og a og b

Tidligere pastod vi, at grafen for en linezer funktion var en ret linje,

der ikke er lodret. Nu vil vi bevise, at det er sddan. Konstanterne

a og b i den lineeere funktion f(x) = a-x + b og grafen for den

linezere funktion heenger sammen.

Satning 1 Nar a er positiv, er grafen voksende, og nar a er
negativ, er grafen aftagende. Hvis a er nul, er grafen konstant/
vandret/ parallel med (1)-aksen.

(2)
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Ovelse 2 Bevis seetningen for 4 = 0. Benyt, at for en konstant
funktion geelder der, at for alle x1, x er f(x1) = f(x2).

Ovelse 3 Bevis setningen for a # 0. Benyt, at for en voksende

funktion geelder der, at x1 < xp < f(x1) < f(x2) og tilsvarede
for en aftagende funktion.
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Videogennemgang af konstan-
terne a og b’s betydning for
grafens forleb.


https://youtu.be/LdyASys4PWs
https://youtu.be/LdyASys4PWs

Satning 2 — Betydning af konstanterne. Nar x vokser med 1, vok-
ser f(x) = a-x+ b med a, som derfor kaldes funktionens
heeldningskoefficient, og (0, b) er grafens skeeringspunkt med
2.-aksen.

)

mBevis Nar x vokser med 1, sd vokser f(x) = ax + b med 4, hvilket
betyder at:

flx+1)=f(x)+a
For at vise denne pastand beregnes f(x +1). f(x) = ax + b anven-
des i starten og slutningen.

flx+1)

a-(x+1)+b
a-x+a+b

= a-x+b+a

= flx)+a
Nu er det vist, at nar x-veerdien vokser med 1, vokser y-veerdien
med a. Hvis a er negativ, er der tale om et fald i funktionsveerdien,
og grafen er aftagende.

Nu skal det vises, at b er y-veerdien til skeeringspunktet med
y-aksen. P4 y-aksen er x = 0, hvilket indsaettes i funktionen f(x) =
ax +b.

f(0) = a-0+0b
= 040
= b

LINEZRE FUNKTIONER
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Ovelse 4 Pa figuren ses tre grafer. Giv flere forskellige argumen-
ter for, hvilken af disse tre forskrifter de er graf af.

flx) = —2x+1
glx) = x—4
h(x) = 0,5x—4
(2)
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ovelse 5 Tegn grafen for en linezer funktion, der ikke ligger i 1.
kvadrant, og bestem forskriften for den.

ovelse 6 Tegn grafen for en lineaer funktion, der ikke ligger i 1.
kvadrant og gar gennem punktet (5, —2), og bestem forskriften
for den.

Ovelse 7 Tegn grafen for en aftagende lineser funktion, der gar
gennem punktet (—2,1), og bestem forskriften for den.

ovelse 8 Tegn grafen for en voksende lineeer funktion, der gar
gennem punktet (—2,1), og bestem forskriften for den.

Qvelse 9 Grafen for en linezer funktion gér gennem punktet
(3,4). Bestem mindst et punkt, som grafen ikke kan ga gennem.

12



1.2.2 Bestem forskrift ud fra to punkter

Nér man har to punkter i en plan kan man altid tegne en ret linje
gennem punkterne, og det kan kun geres pa én made.
Eksempel 1 Punkterne P(—4, —4) og Q(8,2) er afsat i et koordi-
natsystem, og linjen gennem dem er tegnet.

(2)

Hvis punkterne ligger peent, kan a og b aflaeses pa figuren.
Her ses, ata = %, dvs. at man gar % op, nar man gar 1 til hejre.
For at tjekke det kan man i stedet ga 2 til hejre og se, at man
nu gar 1 op. a kan afleeses til % og b til —2.

Man kan komme ud for, at det er vanskeligere at afleese a.
Eksempel 2 En linje gér gennem punkterne A(2, —3) og B(5,2).
Vi vil gerne bestemme a og b. Forst tegnes punkterne ind i et
koordinatsystem, og linjen gennem dem tegnes.

(2)
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Det ser ud til, at heeldningskoefficienten a er ca. 1,7, men det
ma undersgges nermere. Vi tegner derfor en retvinklet trekant,

LINEZRE FUNKTIONER
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hvor hypotenusen er AB, og kateterne er lodret og vandret. Vi
kan nu se, at nar vi gar 3 til hejre, vil vi ga 5 op. Hvis vi kun gér
1 til hejre, ma vi altsd ga % -5 = % op. Heeldningskoefficienten
er derfor 2 = 3. Man finder altsd a ved at dividere det lodrette
stykke med det vandrette stykke.

@velse 10 En ret linje gar gennem punkterne P(—6,1) og Q(3,4).
(2)

a) Afles a og b pé grafen.
b) Angiv ligningen for grafen.
¢) Undersog, om punkterne (12,5) og (—9,0) ligger pa grafen.

Det generelle tilfeelde kan beskrives ved felgende saetning.

Satning 3 — Topunkts-formlen for en lineger funktion. Den rette linje
gennem punkterne P(xq, y1) og Q(x2, y2) har ligningen f(x) =

a-x+b, hvor
_-hn

X2 — X1

a

08

b=yi—a-xn

= Bevis Linjen gar gennem punkterne P(x1, y1) og Q(x2, y2). Det
betyder, at nar punkternes koordinater indseettes i linjens ligning
y = a-x + b, bliver udtrykket sandkt.

14

Videogennemgang af bevis og
eksempel


https://youtu.be/i-RY3Ghc0Rg
https://youtu.be/i-RY3Ghc0Rg

Vi har altsd, at y; =a-x; +bog y2 = a-xp + b. Vi traekker de
to ligninger fra hinanden. Her bruger vi parenteser.

vo—y1=(a-xp+b)—(a-x3+b)
Forst haeves parenteserne
Y2—yi=a-x+b—a-xg—b
Leddene +b og —b gar ud med hinanden
Y2—Y1=a-Xx2—4a-X1

De to led pa hgjre siden af lighedstegnet har begge a som faktor.
Vi kan derfor saette a udenfor en parentes.

vo—y1=a-(x2—x1)

Vi kan nu isolere a ved at dividere med (x; — x1) pa begge sider
af lighedstegnet.
Y2—W
X2 —X1
Y2—4%
Xy — X1
indseette det ene punkt i ligningen. Der er nu kun en ubekendt b i

=a

Eller med andre ord at a = . Konstanten b findes ved at

ligningen.
y1=a-x1+bsy1—a-xy=>

Hermed er ogsé b bestemt. .

LINEZRE FUNKTIONER
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Dette resultat stemmer ogsd med eksemplet, idet haeldningen
jo blev bestemt ved at tage »tilvaeksten i y« delt med »tilveeksten i
x«. Det kan man ogsa skrive:

_ by
T Ax

Vi ser igen pé eksemplet fra for.
Eksempel 3 En linje gér gennem punkterne A(2, —3) og B(5,2).
Vi navngiver A(x1,y1) og B(x2,y2) og indseetter i formlen

v2—y1  2—(-3) 5

¢ = Xx,—x1  5-2 3
5 9 10 19
b = yl—axl——3—§-2——§—?_—?
L - . 5 19
Ligningen for den rette linje er altsa f(x) = 33

@velse 11 Grafen for en linecer funktion f(x) = ax + b gdr gen-
nem de to punkter A(—2,5) og B(4, —1). Bestem en forskrift
for f.

ovelse 12 Grafen for den lineaere funktion f gar gennem punk-
terne. Bestem en forskrift for f.

a) (3,6) og (2,4) b) (5,1) og (15,2)
) (2,4) og (4,3) d) (8,7) og (12,28)
e) (4,4) og (6,2) f) (=2,4) og (8,5)
g) (10,37) og (70,52) h) (2, —4) og (—5,3)

Ovelse 13 Bestem forskriften for en lineser funktion med heeld-
ning 2, hvor grafen gér gennem punktet (3,7).

Ovelse 14 Bestem forskriften for en linezer funktion med heeld-
ning —1, hvor grafen gar gennem punktet (—3,4).

16

Videogennemgang af eksem-
pel pa beregning af a og b.


https://youtu.be/aSpOmiEcJoA
https://youtu.be/aSpOmiEcJoA

@velse 15 Bestem en forskrift for den funktion, hvis graf ses pa
figuren.

(2)

figuren.

)

T ‘\(1)

@velse 17 Jeg har veeret ud at kere med taxa to gange. Den ene
gang korte jeg 11 km og betalte 120 kr., og den anden gang korte
jeg 16 km og betalte 150 kr.

Bestem startgebyret og kilometertaksten.

Ovelse 18 Jeg har fdet onlinehjeelp til at lose to skoleopgaver.

Den ene gang fik jeg hjeelp i 30 minutter og betalte 350kr., og

den anden gang fik jeg hjeelp i 45 minutter og betalte 450 kr.
Bestem minuttaksten og startgebyret.

‘ Ovelse 16 Bestem en forskrift for den funktion, hvis graf ses pa

Video med eksempel pa be-
stemmelse af forskriften for
en linezer funktion ud fra gra-
fen.

LINEZRE FUNKTIONER 17


https://youtu.be/MxnBHPQgl_Q
https://youtu.be/MxnBHPQgl_Q

1.3 Proportionalitet

Definition 3 — Proportional. De to variable x og y siges at veere
ligefrem proportional, hvis y = k - x eller

LA — k-
. key=k x

Proportional betyder, at forholdet mellem x og y er konstant. k
kaldes proportionalitetsfaktoren.

En proportional sammenheeng y = k - x er en linezer sammen-
haeng, hvis graf gar gennem (0,0). Haeldningen pa grafen er pro-
portionalitetsfaktoren. Dette kan fx bruges til at finde densiteten af
en vaeske.

For at finde densiteten af saltvandet i det dede hav har Dennis
P. veeret ved det dede hav, hvor han fyldte sin drikkedunk med
saltvand. Da han kom hjem, vejede han 100mL, 200mL, 300mL,
400mL og 500 mL saltvand. Han lavede folgende tabel:

volumen / mL | 100 | 200 | 300 | 400 | 500

masse / g 120 | 250 | 370 | 500 | 620

Derefter lavede han denne graf i Excel. Tendenslinjens skeering
angav han til o.

600 1 ,/’/.
/./ =
/,/

400 1
20 e
? e
e P
S o

200 1 e

-
r/‘
Pz
~
100 200 300 400 500
Volumen/mL

Heeldningen ses ved at vise ligningen i diagrammet. Den er

1,2418 g/mL.

Det betyder, at densiteten af vandet i det dede hav er ca.
1,24 g/mL. Fortolkningen af en 'b’-veerdi er veegten af omL vee-

18

Video med eksempel pa lige-
frem proportionalitet


https://youtu.be/6RMsEZSbCaw
https://youtu.be/6RMsEZSbCaw

ske og den skal veere og, derfor skal grafen ga gennem punktet
(0,0). Denne type af sammenhaenge kaldes ligefrem proportiona-
le. Hvis 'b’-veerdien er forskellige fra o kaldes sammenhaengen
proportional.

@velse 19 Dennis P.’s ven Thomas J. har veeret i Middelhavet og
har indsamlet en vandpreve, som han analyserer, og han far
folgende data:

volumen / mL | 100 | 200 | 300 | 400 | 500

masse / g 105 | 215 | 335 | 435 | 555

a) Indseet punkterne i Excel, og indsaet en tendenslinje med
skeering i 0.

b) Bestem densiteten af vandet fra Middelhavet ud fra heeld-
ningen pa tendenslinjen.

Eksempel 4 p er ligefrem proportional med y med proportionali-
tetsfaktoren }1. Det betyder, at

Qvelse 20 Overseet disse setninger til matematiske formler.

a) v er ligefrem proportional med h med proportionalitets-
faktoren gq.

b) y er ligefrem proportional med summen af r og g.

c) r er ligefrem proportional med differensen af n og m med
proportionalitetsfaktoren 6.

d) f er ligefrem proportional med forholdet mellem p og 4.

e) Energien E er ligefrem proportional med lysets hastighed
c i anden med proportionalitetfaktoren m for massen.

f) Udnyttelsen af energien E i sollyset er ligefrem proportio-
nal med kvadratet pd overfladearealet O af solcellerne.

LINEZRE FUNKTIONER
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1.4 Linecer regression

I en situation, der indvolverer virkeligheden, er det meget sand-
synligt, at andre faktorer og maleusikkerhed pavirker resultaterne,
sd den observerede sammenhzeng ikke helt preecist kan beskrives
med en linezer funktion. For at lese dette problem anvendes lineser
regression. Ved linezer regression findes den linezere funktion, hvor
den gennemsnitlige forskel mellem malingerne og funktionen er
mindst mulig. Dette gores i et computerprogram, fx Excel.

X | 1 2 5 |6]| 7

Y|o1|05|07|1]| 1,2

Forst indtastes data i et regneark.

Derefter indseettes et xy-punktdiagram.

Derefter indseettes en tendenslinje.

Endelig vises ligningen for tendenslinjen i diagrammet.

Nar det er feerdigt, skulle det se saledes ud.

14

12 o

y = 0.1604x + 0.0261.
1 i

03

06

04

0.2

Efter at grafen er fremstillet, er det vigtigt at indseette en titel
og seette navne og enheder pad begge akser. Dette hjelper ogsa i
fortolkningen af konstanterne i modellen.
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@velse 21 Dennis P. har lavet et forseg, hvor han bestemte den-
siteten af en vaeske. Ved forseget fik han folgende malinger.

VolumenimL | 1| 2 3 4 5

Massenigram | 1 | 2,2 | 3,1 | 44 | 5,2

Det antages, at der er en lineszer sammenheeng mellem volu-

men og masse af vaesken.
a) Skriv data ind i Excel, og bestem tendenslinjen.

b) Forklar betydningen af konstanterne i forskriften for ten-
denslinjen. I forklaringen skal tallene indgd sammen med
volumen og massen.

@velse 22 Udviklingen i antallet af nye visninger af en video pa
Youtube ses i tabellen.

Timer efterupload | 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Antal visninger 15 | 32 | 40 | 62 | 69

a) Skriv data ind i Excel, og bestem tendenslinjen.

b) Forklar betydningen af konstanterne i forskriften for ten-
denslinjen. I forklaringen skal tallene indgd sammen med
timer og antal visninger.

ovelse 23 I tabellen ses udviklingen i antallet af danskere, der
ikke har en mobiltelefon

Arstal 2011 | 2013 | 2015 | 2017 | 2019

Antal (tusinder) | 10 7 6 3 2

a) Skriv data ind i Excel, og bestem tendenslinjen.

b) Forklar betydningen af konstanterne i forskriften for ten-
denslinjen. I forklaringen skal tallene indga sammen med
ar efter 2011 og antal i tusinder.

LINEZRE FUNKTIONER 21



1.5 Transformation mellem repraesentationer

Funktioner kan repraesenteres pa flere forskellige méder, der alle
kan veere nyttige aftheengige af situationen. Det er derfor vigtigt at
forsta alle repraesentationerne og at kunne oversaette mellem dem.
Her ses pa felgende fire repraesentationer af funktioner:

Sproglig

Symbolsk (forskrift)
- Tabel

Grafisk

1.5.1 Sproglig og symbolsk beskrivelse

Dennis P’s taxaselskab tager 20kr. pr. kert km og et startgebyr pa
25 kr. Den samlede pris atheenger af det kerte antal kilometer.
Kores 1km, koster det i alt 20 kr. + 25 kr. = 45 kr. Efter 2 km ko-
ster det 2 - 20 kr. + 25kr. = 65kr.. Kaldes det korte antal kilometer
for x og den samlede pris for y, er forskriften for sammenheengen
mellem x og y:
y =20x+25

Denne forskrift rummer de samme informationer om sammen-
haengen mellem pris og antal kerte kilometer som den sproglige
beskrivelse. Det er bare en anden made at repraesentere denne
sammenheeng pd, som kan vaere smartere til nogle formal.

Ofte benyttes en speciel notation, nar forskriften for en funktion
angives. I stedet for y skrives f(x). Derfor skrives forskriften:

f(x) =20x +25

Fordelen ved denne made at skrive pa er, at nogle udregninger
kan skrives op pa en kort made. Eksempelvis ses det ovenfor, at
hvis x = 1, er y = 45. Med den nye notation kan dette skrives
f(1) = 45. Det er vigtigt at bemzerke, at parenteserne ikke har
samme betydning som parenteserne i et almindeligt matematisk
udtryk. f(1) betyder altsa ikke f - 1, men funktionsveerdien nar x
er 1.

22

Video med eksempler pé op-
stilling af formler ud fra en
sproglig beskrivelse.


https://youtu.be/fmv5WgygtmQ
https://youtu.be/fmv5WgygtmQ

Qvelse 24 Indfer passende variable, og opskriv forskriften for
en funktion, der beskriver den angivne sammenhzng eller
udvikling.

a) Prisen for et dataabonnement er 150kr., og sa koster det
2kr. pr. gigabite.

b) Bt kilogram kartofler koster 5,50 kr. i &r 2010, og hvert ar
herefter stiger prisen med 1,20 kr. pr. kg.

c) Eksporten af grise er steget med 0,4 mio. stk. pr. ar efter
ar 2001, hvor eksporten var 5,5 mio. stk.

d) Ferst gang Dennis P. lob 5km tog det 28 min. For hver
gang han leb, forbedrede han sin tid med 2 min.

e) Antag at antallet af rygere i Danmark er faldet med 55000
arligt, og i ar 2006 var der 800000, som rog.

f) En bil kerer med 45km/t, og den har kert 130 km.

1.5.2 Sproglig beskrivelse af symbolske udtryk

En af matematikhistoriens store opfindelser er at opskrive regne-
operationer med symboler og bogstaver. Grunden til at regne med
bogstaver, er for at komme frem til nogle generelle regler, som
er rigtige for alle tal. P4 denne médde kan en masse udregninger
undggas.

Pythagoras’ seetning for en retvinklet trekant beskrives med
ord.

Sproglig beskrivelse: »Kvadratet af leengden af hypotenusen er
lig med summen af kvadraterne af leengderne af kateterne.«

Dette matematiske udsagn kan skrives kortere med symboler.

Symbolsk beskrivelse:

2 =a* + b?

hvor c er hypotenusen i en retvinklet trekant, og a og b er kateterne.
Fordelen ved at indfere ny notation i form af specielle symboler
er, at det er muligt at nedskrive komplicerede matematiske udtryk

Video med beskrivelse af for-
tolkning af konstanterne af
modellen.

Figur 1.1: Retvinklet trekant
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péd en meget kompakt méade. Omkostningen er, at det ser mere
abstrakt ud, og de forskellige symboler skal veere kendt, for at det
matematiske udtryk kan forstas.

Eksempel 5 Folgende sproglige beskrivelse: »Forholdet mellem
x og y er proportional med differencen mellem x og y« kan
oversaettes til symboler:

Forholdet mellem x og y _er proportional med differencen mellem x og y

- 2 (x=y)

:5
I symboler bliver det

x
v k-(x—y)

x og y kan efterfolgende erstattes af virkelige sterrelser fx vind-
hastighed og effekt. 5& kommer »Forholdet mellem x og v er
proportional med differencen mellem x og y« til at lyde »For-
holdet mellem vindhastigheden og effekten er proportional
med differencen mellem vindhastigheden og effekten«. Sterrel-
serne skal derfor forst identificeres, og derefter kan modellen
opstilles.

— =k (x—y)

y
hvor x er vindhastigheden (i m/s), og y er effekten (i kW).
ovelse 25 Omskriv folgende til matematiske symboler:

a) y er proportional med summen af x og z.

b) Summen af y og x er proportional med forholdet mellem
x og Y.

c) Differencen mellem x og y er proportional med kubikro-
den af y.

d) Forholdet mellem x og y er proportional med kvadratro-
den af produktet af x og .

e) Produktet af x og y er proportionalt med summen af y og
z.

24

Sprog Symboler
proportional med k-
summen af x+y
produktet af Xy
differencen mellem x—y
forholdet mellem g
er (lig med) =
kvadratet af x2
kvadratroden af Vx
i trejde X
kubikroden af Ix

Tabel 1.1: Sproglig beskrivelse
og matematisk udtryk



ovelse 26 Giv en sproglig beskrivelse af felgende:

Q) x =k Vx b) X +y* =k -y
Q x=k-¥y d) (x +y)* =k-Vx
&) x+y* =k (x—y) ) §=k'\/m
g>§=k Xy Wy =k-y

Eksempel 6 — Fra forskrift til sproglig beskrivelse. Sammenheengen
mellem massen af en beholder med veeske og volumen af vee-
sken i beholderen beskrives med felgende funktion:

m(v) = 0,84 - v+ 240

hvor m(v) er massen af beholderen med veeske i gram, og v er
volumen i mL af veesken i beholderen.

Konstanterne i modellen kan bruges til at beskrive veesken
og beholderen: »En beholder, der vejer 240g, indeholder en
vaeske med en densitet pd 0,84 g/mL.«

En forskrift med en tilherende sproglig beskrivelse, hvor betyd-
ningen variablerne bliver forklaret, kaldes en model.

@velse 27 Omskriv folgende modeller til en sproglig beskrivelse
af sammenhangen.

a) Indholdet af vand i et badekar, der fyldes med vand, kan
beskrives med funktionen

o(t) =23t + 42,

hvor v(t) er badekarets indhold af vand i liter og f er tiden
1 minutter.

LINEZRE FUNKTIONER
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b) Hastigheden af en bil, der accelererer, kan beskrives med
funktionen
h(t) =1,2-t+35,

hvor h(t) er hastigheden i km/t, og t er tiden i sekunder,
efter at bilen er begyndt at accelerere.

¢) Sammenhengen mellem antallet af visninger af en video
og tiden kan beskrives med funktionen

o(t) =240 - ¢,

hvor v(t) er antallet af visninger, og f er tiden i timer efter
at videoen er lagt pa Youtube.

For at beskrive sammenheengen mellem tidspunktet pa dognet
og temperaturen kan modellen

T(h) =2h+3

anvendes, hvor T(h) er temperaturen, og h er tidspunktet pa deg-
net. Men det er ikke rigtigt hele dognet, fordi temperaturen ikke
stiger hele degnet. I stedet for at kassere modellen indferes et
interval, hvor modellen er rigtig. Modellen er kun rigtig, nér h er
mellem 0 og 12. Dette skrives 0 < h < 12, s den samlede model
bliver

T(h)=2h+3, 0<h<12

Qvelse 28 Omskriv folgende modeller til en sproglig beskrivelse
af sammenhzngen.

a) Sammenhengen mellem vindhastigheden og effekten, en
vindmelle producerer, kan beskrives med funktionen

e(v) =110-v+12, 4m/s<v<15m/s,

hvor e(v) er effekten i kW af vindmellen, og v er vindha-
stigheden i m/s.
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b) Hastigheden, som en bambus vokser med, kan beskrives
med funktionen

h(t)=2,3-t+5, 1<t<20,

hvor h(t) er hgjden af bambus i cm, og t er tiden i dage.

1.5.3 Formel og tabelbeskrivelse

Man kan benytte formlen til at opstille en tabel over x-veerdier

og tilherende y-veerdier. Der udregnes y-veerdier for okm, o,5km,

1km, 1,5km, 2km, 2,5km, 3km ved at indseette i forskriften:

flx) = 20x+25

£(0) 20-0+425=25
£(0,5) = 20-0,5+25=235
£(1) 20-1+425=45
f(1,5) = 20-1,5x+25=55

OSV..
Alle resultaterne kan skrives overskueligt op i en tabel:

x| 0051|152 1(25|3]35
y| 25| 35 | 45| 55 [ 65| 75 |8 | 95

Bemeerk, at det ikke giver mening at indsaette negative veerdier

for x i denne tabel, da man ikke kan kere et negativt antal kilometer.

Modellen er derfor kun rigtig for positive x-vaerdier samt 0.

@velse 29 Udregn veerdien af f(x).

a) Bestem f(3) for f(x) =3x+9

b) Bestem f(—3) for f(x) =9+ 3x
¢) Bestem f(3) for f(x) = —x +2
d) Bestem f(—2) for f(x) =

e) Bestem f(0) for f(x) = —3x — 8

=1
Video med eksempler pa op-

stilling af tabel ud fra en funk-
tionsforskrift.

Video, der viser hvordan uaf-
haengig og afheengig variabel
kan beregnes eller aflaeses pa
grafen.
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f) Bestem f(1) for f(x) = —3

g) Bestem f(2) for f(x)

:§x+1

h) Bestem f(0,5) for f(x) =2x+1

i) Bestem f (i) for f(x) =2x—3

Eksempel 7 En funktion er givet ved

f(x) =3x—4

Nar forskriften for funktionen er kendt, kan den uafheengige

og afhaengige variabel beregnes, nar den anden er kendt. Néar

x =05

f(5)=3-5-4=15—-4=11

Nar f(x) = 8, skal der opstilles og lases en ligning:

8
8+4

3x—4&
3x &
3x &

=
3

X

Inden vi gar videre med funktioner, skal vi se lidt pa lesning af

ligninger. Den type af ligninger, vi skal se pd, kaldes forstgradslig-

ninger.

1.6 Losning af ligninger

En ligning er et udtryk, der indeholder et lighedstegn, og udtrykket

kan enten veere sandt eller falsk. Nedenfor ses et eksempel péa forst

en sand og derncest en falsk ligning:
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falsk



Oftest indeholder en ligning en ubekendt, hvilket ses i ligningen
nedenfor, hvor x indgar som en ubekendt.

x—2=5

Det er underforstaet, at x angiver et tal. Hvis x veelges til at veere
lig 7, det vil sige x = 7, fas ligningen 7 — 2 = 5, hvilket svarer til,
at der stdr 5 = 5; da dette er sandt, siges x = 7 at veere losning
til ligningen. Hvis x derimod veelges til at veere lig 3, det vil sige
x = 3, fas ligningen 3 — 2 = 5, hvilket svarer til, at der star 1 = 5;
da dette er falsk, er x = 3 ikke lgsning til ligningen.

I ligningen nedenfor ses et eksempel pa en ligning, hvor det
er ligegyldigt, hvilken veerdi x erstattes med — ligningen er sand
ligegyldigt hvad:

x—3=-3+x

Alle tal er altsa lesning til ligningen, og vi skriver da lesningen
som x € R.

I nedenstdende ligning giver alle veerdier af x en falsk ligning
(prov dig gerne frem):

x—2=x+2 falsk
Ligningen har derfor ingen losning.

@velse 30 Underspg, om en givet veerdi er losning til en ligning.

a) Undersog, om x =4 eren b) Underseg, om x = —2 er
lgsning til ligningen en lesning til ligningen
3x =2x+4 xX=—-x+4

¢) Undersog, om x =3 eren d) Underseg, om x = —1 er
lgsning til ligningen en losning til ligningen
4=2x—-1 —3=2x-1

1.7 Algebraisk losning af ligninger

At lgse en ligning betyder, at alle de veerdier af den ubekendte, der
gor ligningen sand, skal findes.

Nar en ligning skal leses, geelder folgende meget vigtige grund-
leeggende regler:

Video med eksempel pé los-
ning af en ligning.
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1. Det samme tal ma leegges til eller traekkes fra pa begge sider af
lighedstegnet.

2. Det samme tal md ganges eller divideres pa begge sider af
lighedstegnet, s leenge tallet er forskelligt fra 0.

Eksempel 8 Losning af ligningen 3x — 4 = —19.

3x -4 = -19
< 3x —4+4 = —19+ 4 der leegges 4 til pa begge sider
& 3x = —15
3x —15 . o :
& 3 =3 der divideres med 3 pd begge sider
< x = -5

Som eksemplet ovenover illustrerer, samles forst alle led, der
indeholder x, pa den ene side og alle led, der kun indeholder tal,
pé den anden side. Derefter divideres med det tal, der star foran x,
pé begge sider af lighedstegnet. Det bemzerkes, at der undervejs
kun er benyttet de regler til losning af ligninger, der blev neevnt
ovenfor.

Tegnet < kaldes »ensbetydende med« eller »biimplikation« og
placeres mellem hver omskrivning; det viser, at en gammel ligning
erstattes af en ny ligning, som har nejagtig de samme losninger
som den foregaende.

Eksempel 9 Losning af ligningen —2x + 10 = 3x.

—2x+10 = 3x
< —2x + 10+ 2x = 3x + 2x der leegges 2x til pa begge sider
< 10 = 5x
1
& gO = 5573( der divideres med 5 pa begge sider
& 2=x

I eksempel 9 ses losningen 2 = x. Denne angivelse er korrekt,
ligesom hvis der skrives x = 2. Et lighedstegn kan leeses bade fra
hejre og venstre.

Eksempel 10 Losning af ligningen 5x — 7 = 2x — 5.
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5 -7 =2x-5
< 5x —7 —2x = 2x — 5 — 2x der treekkes 2x fra pa begge sider
& x—7+7=-5+7 der leegges 7 til pa begge sider

& E%x = g der divideres med 3 pd begge sider
== X = g

I eksempel 10 ses det, at en brek er logsning til ligningen. En
losning ma meget gerne skrives som en brok, og det er ikke ned-
vendigt at omskrive breken til et decimaltal.

Qvelse 31 Los ligningerne
a) 3x+4=7—-2x
b) —2x+3=8x+2

Eksempel 11 Losningen af ligningen 2 — 6x = —9 — 4x.
2—6x = -9 —4x
< 2-6x+9=-9—-4x+9
& 11 —-6x+6x = —4x + 6x

- u_ 2
22
E

= =X
Nér du er blevzet lidt mere ovet, ma du gerne lave flere om-
skrivninger pa én gang. Et eksempel er ligningen, der loses
ovenfor i dette eksempel; nedenfor er den lost med feerre mel-
lemregninger, men det er vigtigt, at du ferst begynder pa det,
nar du har helt styr pa reglerne til ligningslesning.
2—6x = -9 —4x
& 11 = 2x
11

2 7

Ovelse 32 Los ligningerne.

a) 6x =3 b) 3x+4=5 c) 2x+3=-4
3 1
d) Ex+4::5 e) §x+4:5x f) 9x +4 =5x

g x—2=2x+5 h)bx—4=2x+5 i) 7x+3=x-5
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1.8 Ligningslosning med funktioner

Kendes regneforskriften og en funktionsveerdi, kan x-verdien be-
stemmes ved at lose en ligning. Er regneforskriften f(x) =5+ 2x
og funktionsveerdien f(x) = 3, kan folgende ligning opstilles

3=5+4+2x

Losningen er x = —1, og det betyder, at f(—1) = 3.
Eksempel 12 Lad f(x) = 3 —2x og f(x) = —5. Bestem x. Forst
opstilles ligningen —5 = 3 — 2x. Denne loses:

—5-3

Sx=4
— X&x

—$5=3-2x& -5-3=-2x&

Det betyder, at f(4) = —5. Det kan vaere en god idé at regne
efter.
f(4)=3-2.4=3-8=-5

Eksempel 13 Lad f(x) = —2x + 3 og f(x) = 3. Bestem x. Forst
opstilles ligningen 3 = —2x + 3. Denne loses:

3:—2x+3©3—3:—2x®¥:x®x:0
Eksempel 14 Lad f(x) = —3 + x og f(x) = 3. Bestem x. Forst
opstilles ligningen 3 = —3 + x. Denne loses:

3=-34+x34+3=xx=6

Eksempel 15 Lad f(x) = 3 og f(x) = 8. Bestem x. Forst opstilles
ligningen 3 = 8. Denne ligning har ingen lesning.

Ovelse 33 Beregn x-veerdien.

a) f(x) =—-8+2xog b) f(x) =1+ xog
f(x) =4 f(x)=5.

c) f(x) =8—-2xo0g d) f(x) = —12+2x og
f(x) =12. f(x) =-2.

e) f(x) =1—4xog f) f(x) =8+5xo0g
flx)=-1 f(x)=-7.
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g) f(x) =35—4xog h) f(x) =3xo0g f(x) =0.

f(x)=3.
Eksempel 16 En funktion er givet ved
f(x) =3x—5
a) Bestem f(1) og f(3).
b) Les ligningen f(x) = —8.
a) De to funktionsveerdier beregnes.

f(1) = 3.-(1)-5=3-5=-2
f(3) = 3-(3)-5=9-5=4

b) Ligningen opstilles.

—8=3x-5

Forst leegges 5 til pa begge sider af lighedstegnet.

—8+4+5=3x—-5+5

Sa reduceres.

-3 =3x

Sa divideres med 3 pa begge sider af lighedstegnet.

=X
3 3
Sa reduceres.
—1=x

Ofte er det praktisk at opstille lesningerne i en tabel.

X -1 1 2
3x -5 -8 -2 1
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ovelse 34 Udfyld tabellen.

X 1 4
a)
2x+1 -9 9
X 1 8
b)
—3x—1 14 —13
X 2 5
c)
4x +5 —11 17
X 3 8
d)
—4x +4 16 —12
X 3 7
e)
3x—2 —11 13
X 2 6
f)
—3x+1 13 —11
) X 2 7
8 5x —20 25
x 0 1 2 3
h)
—4 -3 -2 -1
x 0 1 2 3
i)
4 2 0 -2

1.8.1 Tabel og grafisk beskrivelse

Ud fra tabellen kan man konstruere en graf i et koordinatsystem. Et
koordinatsystem bestar af to talakser, se figur. Talakserne inddeler
figuren i fire omrader, der kaldes kvadranter. I forste kvadrant er
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bade x- og y-veerdierne positive. I andet kvadrant er x-veerdierne
negative, og y-veerdierne er positive. I tredje kvadrant er bade x- og
y-veerdierne negative, og i fjerde kvadrant er x-veerdierne positive
og y-veerdierne negative.

Den vandrette akse angiver veerdien af den uatheengige variabel
og kaldes x-aksen, forsteaksen eller (1)-aksen, mens den lodrette
akse angiver veerdien af den afthaengige variabel og kaldes y-aksen,
andenaksen eller (2)-aksen. Sammenhaengen mellem x og y kan
dermed visualiseres ved punkter i koordinatsystemet.

x| 0|05 1]1,5]2 (253
y | 25| 35 | 45| 55 | 65| 75 | 8

(2)
85 T o
80 1
751 o
701
65 | o
60 1
55+ .
50 1
45 1 o
40 1
351 o
301
25 ¢
20 1

-1 =05 0.5 1 1.5 2 25 3

(1)

Hvis der var valgt andre x-veerdier, kunne de have veeret tilfojet
som punkter til grafen. Det ses, at alle punkterne ligger pa en ret
linje. Hvis man forestiller sig, at man indtegner et lille punkt for

Video med eksempler pa teg-
ning af graf ud fra en tabel.
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alle de uendeligt mange x-veerdier, fdr man den rette linje, der ses
pa naeste figur.

(2)
100 |

501

(1)

1 1 2 3 4
Denne rette linje kaldes grafen for funktionen f(x), og den er

dannet af alle de samherende verdier for x og y, der opfylder

forskriften.
I Definition 4 — Graf. Grafen for en funktion bestér af alle de punk-

ter (x,y) i et koordinatsystem, hvorom det geelder, at y = f(x).

ovelse 35 Tegn grafen for funktionerne. Det er vigtigt, at grafens
skeeringspunkter med akserne er med péa din tegning.

a) f(x) =—x+3 b) f(x) =3x+1
¢ f(x)=—-2x+4 d) f(x) =—-0,5x -2
e) f(x)=2x—1 ) f(x)=x—4

Man kan ogsa benytte denne definition, hvis man eksempelvis
onsker at undersege, hvorvidt punktet (4,90) ligger pa grafen. Det
skal undersoges, om det er sandt, at f(4) = 90. Ved at indseette
x = 4 i forskriften for f(x) fas:

f(4) =20-4425=80+25=105

Sa punktet (4,105) ligger pa grafen, men det gor punktet (4,90)
ikke. Det skyldes, at en funktion ikke kan have to forskellige
funktionsveerdier til den samme x-veerdi.

@velse 36 Undersog, om punkterne (5,120) og (0.1,27) ligger
pa grafen for f(x) = 25+ 20x.
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Eksempel 17 En kasse koster 2kr., og hver sodavand koster 3 kr.
Funktionen kan beskrive en sammenheeng mellem to variable,
pris og antal, hvor y er prisen i kr. for x sodavand med kasse.

Hver gang vi adderer 1 til x-veerdien, adderer »funktionen«
3 til y-veerdien. Funktionen kaldes f(x).

+1 +1 +1 +1
NN Y
x 0 1 2 3 4
f(x) 2 5 8 11 | 14

N AN A

N AN A
3 13 +3 43

Dette kan ogsa udtrykkes ved det, som kaldes funktionens

forskrift.
f(x) =3x+2

Eller det kan udtrykkes ved det, som kaldes funktionens

graf.
(2)
— f(x)=3x+2
15 { //
//

10 1 /

(1)

-1 1 2 3 4 5

I de tilfeelde, hvor der arbejdes med arstal, benyttes selve ars-
tallet sjeeldent som variabel. Arstallet omregnes, s& et givent arstal Arstal | 2013 2017
seettes til veerdien 0. Det skal vi se pa i det felgende eksempel. * 2 6

Hvor x er antallet af ar efter

Det betyder, hvis arstallet 2011 har veerdien 0, har arstallene
2011.

2013, 2017 veerdierne 2 og 6.
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Eksempel 18 — Afskrivning. En virksomhed kebte i 2012 en robot
til at samle deres produkt. Robotten kostede 150 t.kr., og veerdi-
en af den afskrives med 15 t.kr. om aret. Veerdien af robotten kan
beregnes med forskriften. Grafen, der viser veerdien af robotten,

150 \

100 | .

ses her.

/

50 | ™

2 4 6 8 10
Ar efter 2012

Forskriften for afskrivningen er
f(x) =—15x+150, 0<x <10

hvor f(x) er veerdien af robotten x &r efter 2012. I virksomhe-
dens arlige regnskab skal veerdien af robotten angives. I tabellen
ses veerdien af robotten i drene 2012-2022.

o

Ar 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022
Arefterkeb | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Verdiitkr. | 150 | 135 | 120 | 105 | 90 75 60 45 30 15 0

Begyndelsesveerdien af robotten er 150 t.kr., og heeldnings-
koefficienten -15 t.kr. viser, at robotten hvert ar bliver 15 t.kr.
mindre veerd. Bemeerk i gvrigt, at modellen kun giver mening,
ndr x er mellem o og 10. Hvis x er storre end 10, vil robotten
have en negativ veerdi. Hvis x er mindre end o, vil robotten
veere mere veerd, end den blev kebt for.




1.8.2 Grafisk losning af ligninger

En ligning kan ogsa leses grafisk.
Eksempel 19 Ligningen —2x + 8 = 4 kan repraesenteres grafisk
ved at se p& grafen for funktionen for venstre side v(x) =
—2x + 8 og funktionen for hejre side h(x) = 4.

2) — ()= 2x+8
\1 — h(x) =4
\\
\
-\
\
N\
ll \..\
1
— \\ : (1)
1
\

Losningen til ligningen er forstekoordinaten til skeerings-
punktet mellem de to grafer. I dette eksempel er losningen
x=2.
Eksempel 20 Ligningen 2x +4 = —3x + 7 kan repreesenteres
grafisk ved at se grafen for funktionen for venstre side v(x) =
2x + 4 og funktionen for hejre side h(x) = —3x +7.

(2) —_ o(x)=2x+4

\ /’ — h(x)=—3x+7

:\ : : > (1)

Som det ses her, er det ikke helt tydeligt, hvad lesningen til
ligningen er. Det er derfor ikke altid den bedste losning at lose
ligninger grafisk.
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Ovelse 37 Los ligningerne grafisk.

a) 2x —4=-0,5x+1 b) —x+1=2x+7
¢) 4x—1=—-x+4+9 d)x—2=x-1
e) 19(—2—1x—7 f) 0.5x+3=2

1 =5 . =2x

Som det maske er gaet op for dig, er det ikke altid lige let at
lpse ligninger grafisk. Derfor ser vi her pd, hvordan ligninger med

broker kan loses.
Eksempel 21 Det er sjovt at arbejde med breker, men uden hjeel-

pemidler volder det problemer, hvis man ikke gor sig umage.
Derfor er det altid en god ide, nér en ligning indeholder en
brek, at gange ligningen igennem med den naevner, der indgér
i broken. Det er i sd fald naturligvis meget vigtigt at gange
igennem med tallet pa begge sider — reglerne skal jo overholdes.
Det er illustreret nedenfor:

3—§x:3x+5

2
& 3 (3 — 3x> = 3 (8x+5) der ganges med 3 pa begge sider

2
& 3:3-3- 3= 3-3x + 35 der ganges ind i parenteserne

< 9—-2x =9x+15
= —6 = 1lx
& SR

1

Ovelse 38 Los ligningerne.

1
a) Ex+4:7—2x b)x+2:—%x+3

1
) §x+4:2—4x d)5x—3:—§x+2
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Eksempel 22 [ dette lidt mere komplicerede eksempel indgar der
igen breker. Brokerne har forskellig neevner, og derfor ganges

der igennem med produktet af neevnerne.

§—l—xflaﬂ—z
4 7 3

5 1
4.2 =3.4.(= 2
@34<4+x) 34<3x+)

= 3-5+12x =4-x+12-2

& 15+12x = 4x + 24

= 8 =9

o ¥ =2
8

Qvelse 39 Los ligningerne.

1 1 X X
=1 = - =Z_9
a)x—i—4 1 % b)3+3 5

Det er ikke altid, at en ligning har en lesning. Nogle gange er

alle veerdier af x en lgsning, og nogle gange er der ingen lgsninger.

Eksempel 23 Her ses et eksempel pa en ligning, hvor alle veerdier
af x vil veere losning.
2-(2x—3) =4x—6
= 4x—6 =4x—6
& 0=0
Da den sidste ligning er sand for alle veerdier af x, vil alle
veerdier af x veere en lgsning af ligningen.

Eksempel 24 Her ses et eksempel pa en ligning uden nogen
lgsning:
2-(2x—4) =4x—6
< 4x -8 = 4x—6
& -8 = -6
Da den sidste ligning ikke er sand for nogen verdier af x,
er der ingen lasning til ligningen.

LINEZRE FUNKTIONER
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1.8.3 Ikke-linezere sammenhaenge

Eksempel 25 — Aktiekurs. Pa grafen ses lukkekursen for Vestas
Wind Systems A/S i april 2017.

kurs
r
A/
[ RS
580 1 » /
N/
[\ /
e 1 VY
570 | // \\1/ \\ / / e
l/ \./
: : > (1)
5 10 15 20 25

Dato

Som det ses pa grafen, er der ikke tale om en lineeer funktion,
og derfor kan en forskrift ikke opstilles - endnu. Det er en
stykkevist lineser funktion. Men data kan godt opstilles i en
tabel.

Dato | Kurs
3. | 563,5

4. | 573,0

5. | 567,5

6. | 574,5

7. | 565,5
10. | 570,0

Dato | Kurs Dato | Kurs
11. | 574,0 21. | 571,0
12. | 574,5 24. | 580,0
13. | 574,5 25. | 583,5
18. | 569,5 26. | 586,0
19. | 577,5 27. | 583,0
20. | 579,0 28. | 588,0

Det er ogsa muligt at sige, at kursen har en voksende tendens,

men mere om det senere.
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Eksempel 26 — Eksponentiel veekst. Pa en laboratorium undersoges
veaeksten af nogle bakterier. I forseget teelles antallet af bakterier
i mio., og tiden males i dage.

Tid i dage 0 1 2 3 4 5
1,0 | 1,5 |2,25 | 3,375 | 50625 | 7,59375

Antal i mio.

Nér data indseettes i et koordinatsystem, ses det tydeligt, at
der ikke er tale om en lineaer vaekst.

Mio.

8% °

6 1

[ ]
41 °
2 I [ ]
[ ]
{ ]
: : : : : Dage

-1 1 2 3 4 5

Senere ses pa dette eksempel igen for at bestemme en for-
skrift.
Eksempel 27 — Alder. Et andet eksempel pa en funktion, der ikke
er lineeer, er alder i ar.

Alder i ar
3 T _—
2 £+ _
1 B ] —
- - : : : : ‘ Dage
200 400 600 800 1000 1200 1400
LINEZERE
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Tal

. .2
Diagrammet viser 3

Formidlingen af matematiske resultater, det betyder meget hvordan
et resultat praesenteres. Til dette formal er der udviklet forskellige
repraesentationer af tal. Her skal vi se pd noget af dem.
Eksempel 28 Veerdien »en fjerdedel« kan angives pa forskellige
mader.

En brek 31 hvor 1 kaldes teelleren og 4 kaldes naevneren.

. o1
Diagrammet viser —

2
- Breken 3 har naturligvis samme veerdi. 4

- Broker kan opfattes som en division mellem to tal: 1 delt
med 4 eller 1:4 (Undga venligst at bruge kolon som tegn pa
division, eftersom det i nogle sammenheenge kan misforstds)

- Decimaltal 0, 25.

- Som en procentdel: 25%. Ordet procent kommer fra latin og
betyder »per hundrede«. Sa der er tale om breken %.

- Som en del af et cirkeldiagram.

- Som et punkt e pd en tallinje.

ovelse 40 Omskriv folgende tal, til et decimaltal.

1 . 18

2) 5 b) 45% ) 5
24 19 .

d) g e) Z f) 0,1%
17 57 289

g)g h)ﬁ i) 125



I velse 41 Afseet tallene 2, 0,7 og —1,2 pa en tallinje.

Ovelse 42 Bestem i procent, hvor stor en del af figuren der er
rod.

[N <

i . HEE

2.1 Regnearternes hierarki

Udtrykkes matematik sprogligt, kan det give anledning til misfor-
stdelser, medmindre det udtrykkes preecist.
Hvad menes der eksempelvis med felgende udsagn?:

Udregn 2 plus 3 gange 4.
Dette udsagn kan betyde:

Udregn forst 2 plus 3, og gang derefter resultatet med 4, hvilket
giver 20.

Men det kan ogsé betyde:

Udregn forst 3 gange 4, og leeg derefter dette tal til 2, hvilket giver
14.
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Det giver to forskellige resultater, hvorfor det er vigtigt at vide,
hvordan det skal udregnes. For at vide hvordan det skal udregnes,
benyttes parenteser til at markere, hvad der skal udregnes forst.
Udtrykkene ovenfor bliver henholdsvis:

(2+3)-40g2+(3-4)

Imidlertid er det vedtaget, at multiplikation udferes for addition,
sadan at 2+ 3 - 4 betyder 2 + (3 - 4). Forst udferes potenser og
kvadratredder, derneest gange og dividere. Til sidst kommer plus
og minus. Man kalder dette for regnearternes hierarki.

Parenteser

Eksponenter

Potenser og redder
Multiplikation og division
Addition og substraktion

Qvelse 43 Udregn felgende udtryk.

e U1 R~ 0N R

Operationen at leegge to tal sammen kaldes addition. Symbolet
for addition er + (plus). Fx

4+2

De to tal, der adderes, kaldes led , symbolet kaldes en operator.
plus-operator
~ =~
4 + 2
~— ~—
led led

Ved addition fas et resultat, der kaldes en sum. For at vise, at der
er tale om et resultat, skrives = (lighedstegn). Fx

plus-operator

~ N
4 + 2 =6
~— ~ =~
led led sum

TAL

Video med eksempler pa be-

4. . regninger med fokus pa reg-
2) 5=4:3 biissltinZ nearternes hierarki.
c) 4432 d)6-3.23
e) (3-2)-4 f) 4+1)*-3
g) (9+2)-(3—4) h) 25 —4 .52
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https://youtu.be/ChYD_WPlu3w
https://youtu.be/ChYD_WPlu3w

En anden operation er multiplikation eller at gange, som det
ogsa kaldes. Ved en multiplikation af to tal eller bogstaver skrives
- (gange) mellem de to tal eller bogstaver, som multipliceres. 4 - 3
betyder fx 4 gange 3, og 4 og 3 kaldes for faktorer. Resultatet af en
multiplikation kaldes et produkt. Fx

gange-operator produkt
A — ~ =~
4 . 3 = 12
~— N
faktor faktor

Addition og multiplikation kan ogsa kombineres.

led
plus-operator gange-operator sum
~ =~ ~ =~
~—~— ~— ~—
led faktor faktor

Der er tre faktorer og to led i dette udtryk:
3-e-y+6

De tre faktorer er 3,e og y, og de to led er 3 - e - y og 6. Ofte undlades
-, hvis det er tydeligt, at der skal veere -. Fx kan man i stedet for
3 - ey skrive 3ey, men hvis der stod der 3 - 4, kan der ikke skrives
34, fordi det ville betyde fireogtredive og ikke tre gange fire.

2.2 Broker

En brek bestdr af to dele - en teeller og en neevner, meget ofte

skrives det saledes
teeller

neevner

Der skrives altsa teelleren everst og neevneren nederst, fx

124
3ab

Her er 124 teelleren, og 3ab er navneren.
En brek fx % betyder fire tredjedele.

(BN N N



Et helt tal, fx 3 kan skrives som en brek

3==2
1

P4 denne méde kan breokregneregler ogsa bruges nar hele tal
og broker skal leegges sammen, treekkes fra, ganges med eller
divideres med hinanden.

Brokregneregler
g + g = % Addition og substraktion (A)
. % - ¢ 2 Multiplikation (B)
: /2 - = Division ©)
% = Z ZZ Forleeng og forkort (D)

En brek kan forkortes, hvilket betyder at teller og naevner
divideres med samme tal eller bogstav. Fx kan folgende brek

forkort d
orkortes med a a2 12

3ab ~ 3b
En brek kan forleenges med et tal eller et bogstav, hvilket bety-
der, at bade teeller og neevner ganges med tallet eller bogstavet. Fx

forleenges her med 4:

12a 4-12a 48a

3ab 4-3ab 12ab

Qvelse 44 Angiv breken »tre femtedele« i forskellige repreesen-
tationer.

Regning med broker er en gvelse i at bruge simple matematiske
formler. I eksemplerne er der skrevet (A), (B), (C) eller (D) under
de lighedstegn, hvor den pédgelende brokregneregel er brugt.

Eksempel 29 — Multiplikation mellem heltal og brok.
2 32 32 6

35 15315 5

TAL 49



Eksempel 30 — Multiplikation mellem to broker.

2 4 2.4 8

53 5.3 15

Ovelse 45 Udregn.

3 2b
a)4§ b)a 571 C)

Eksempel 31 — Heltal divideret med brok.

Video med gennemregning
3/= 2 /g ﬁ E af eksempler pd udregninger
5 1 (C) 1-2 2 med broker.

Eksempel 32 — Brok divideret med brok.

/ 2.3 _ 6
5'3()5-4 20

‘ Eksempel 33 — Brok divideret med heltal.

2 25 2
5/ 5/ 553 1

—_
N

ovelse 46 Udregn.

8
a) 4/ ; b) 2a/ o 0) 5/19—2

8a 44 10 LZZ
d /5 e) 3/5 | 5/@b) )b

Eksempel 34 — Summen af to broker.

+—: = = —

4 5 4.2+53 8+15 23
372 3-2 6 6

Qvelse 47 Udregn.

4 2 a b 7 2 3x 2y
a)*“‘* b);‘i‘* C) g"’g d)?‘i‘a

Ovelse 48 Regn folgende opgaver ved brug af regneregler for
broker.
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https://youtu.be/nwN2tj8BGLc
https://youtu.be/nwN2tj8BGLc

3 2-x a-3 3 3
D 3a b7y 9 933
x 3 b «x b x

Qvelse 49 Bestem en enklere regel for at bestemme summen af
to broker med samme neaevner.

I nogle tilfeelde skal teeller og/eller neevner faktoriseres, inden
breken kan forkortes.

Eksempel 35
2 1 .
0x+15 5 (4x+3):4x+3
5 5
@velse 50 Forkort felgende broker.
2) 15x + 6 b) 6x +18 9 3x —15 9x + 6
3 2 x—5 12x +8

TAL 51



2.3 Procenter

Procent bruges i mange forskellige sammenheaenge. Det bruges,
nar skatten skal beregnes, nar butikker laver tilbud, og nar banker
udregner renter. Ved folketingsvalg udregnes procenterne af stem-
merne for at finde ud af, hvilke partier der skal have pladserne i
Folketinget. Det bruges ogsa nar forskerne skal finde afvigelser fra
teorien.

2.3.1 Procentandel

Eksempel 36 Karen og Viktoria betaler begge 40 % i skat, men

Karens indkomst er 300 ocoo kr. og Viktorias er 400 ooo kr. Karens
Video der viser hvordan pro-

o,
skat er 40 % af 300 000kr., som er centdel af et tal beregnes.

40
100 300000 kr. = 120000 kr.

mens Viktorias skat er 40% af 400 oookr., som er

40
100 400000 kr. = 160000 kr.

Viktoria betaler mere i skat end Karen, men de betaler begge
40% af deres indkomst.

Ovelse 51 Beregn procentdelen.

a) Bestem 15 % af 100. b) Bestem 15 % af 400.
¢) Bestem 20 % af 200. d) Bestem 25 % af 60.

e) Bestem 35 % af 150. f) Bestem 75 % af 300.
g) Bestem 110 % af 60. h) Bestem 125 % af 300.
i) Bestem 1 % af 9. j) Bestem o,5 % af 1200.
k) Bestem 123 % af 10. 1) Bestem 120 % af 120.
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https://youtu.be/Wxb8JOj1uOk
https://youtu.be/Wxb8JOj1uOk

Ovelse 52 Ved telefoninterview er 1200 personer blevet spurgt,
hvilket af tre telefonabonnementer de ville veelge.

Abonnement Pris Procent
Fri tale + fri sms/mms 120 kr/md 25%
Fri tale + fri sms/mms + 10 G data | 150 kr/md 10%
Fri tale + fri sms/mms + fri data 210 kr/md 65%

Bestem, hvor mange der valgte hvert af de tre typer abonne-
menter.

Eksempel 37 — Procentdel. Ved valget til elevrddet stemte 60 af
400 elever pa Dennis P. Dette omregnes til procent ved

60 o) “ro
m'100/0f15/o

Dennis P. fik 15% af stemmerne.

Ovelse 53 Bestem procentdelen.
. . Video der forklarer hvordan
a) Bestem 15 af 1501 procent. b) Bestem 12 af 24 i procent. en procentdel beregnes.
c) Bestem 50 af 25 i procent. d) Bestem 9 af 180 i procent.

e) Bestem 4 af 20 i procent.  f) Bestem 4 af 8o i procent.

g) Bestem 3 af 27 i procent.  h) Bestem 45 af 180 i procent.

Ovelse 54 Hvad er storst? 60 % af 25 eller 25 % af 60? Galder
dette forhold for alle procenttal og tal?

@velse 55 Hvad er 125% af 65? Hvad er 25% af 65 lagt til 65? Er

det et tilfeelde, at det bliver det samme? Hvilken generel regel
kan udledes?

TAL 53


https://youtu.be/bzCl62P6PA0
https://youtu.be/bzCl62P6PA0

2.3.2 Procentendring

Nar et tal tilleegges eller fratreekkes en given procent, som de to

eksempler herunder, er der tale om en relativ eendring.

Seetning 4 — Procentendring. Beregning af procenteendringen in-
volverer tre tal: Den relative eendring, x. Den forventede veerdi,
tabelveerdien eller den gamle veerdi, y. Den observerede veerdi
eller den nye veerdi, z. Den ene veerdi kan beregnes, nar de to
andre er kendt:

x = y—z
y
- z
Y 1—x
z = YyYy—-xy

x -100% er den procentvise eendring. ¥ — z er den absolutte
endring.

Eksempel 38 En bluse er nedsat fra 3oo0kr. til 2yokr. I procent
bliver det

300270 _ . 30 o o
g0 100% = 355 -100% = 10%

Eksempel 39 En bluse til 300 kr. nedseettes med 10 %. Den nye
pris bliver

300 —10% - 300 = 300 — 0,1 - 300 = 270

Eksempel 40 En bluse koster 270 kr., efter at den er nedsat med
10 %. Den gamle pris var

270 270
1-0,1 0,9

Eksempel 41 En bluse til 300 kr. seettes op med 25 %. Den nye

=300

pris bliver

300 + 25 % - 300 = 300 + 0,25 - 300 = 375

Ovelse 56 Beregn den nye pris. En vare til ...

a) 200kr. stiger med 25 %. b) 20kr. stiger med 20 %.

54

Video, der forklarer bereg-
ning af en relativ eendring


https://youtu.be/DuNJQtiASMg
https://youtu.be/DuNJQtiASMg

¢) gookr. falder med 10 % d) 8okr. falder med 15 %

e) 300kr. falder med 5 %. f) 200kr. falder med 20 %.

g) 160kr. stiger med 5 %. h) 65kr. falder med 25 %.
@velse 57 Et par jeans er sat ned fra 1200kr. med 10 %, hvad
koster jeans’ene nu?

@velse 58 Et par pink jeans er sat ned fra 1 100 kr. med 200 kr.
Et par sorte jeans er sat ned fra 1 500 kr med 15%. Hvilket par
jeans er sat mest ned?

Eksempel 42 — Procentafvigelse. Carl har i et eksperiment bestemt,
at densiteten af en veeske er 1,2 g/mL. I en tabel kan Carl se, at
vaesken har en densitet pa 1,5 g/mL. For at udregne afvigelsen
i procent gor Carl dette

1,2-1,5 o _ —0,3 o o

15 100% = 15 100% = —20%
Carl fik en afvigelse pa -20%. Det negative fortegn viser, at Carls
resultat er 20 % under tabelveerdien.

Ovelse 59 Beregn den procentvise afvigelse.

a) I et forseg er veerdien 64 b) I et forseg er veerdien 114

observeret, og den tilsva- observeret, og den tilsva-

rende tabelveerdi er 4o0. rende tabelveerdi er 120.

Bestem den procentvise
afvigelse.

I et forseg er veerdien 450
observeret, og den tilsva-
rende tabelveerdi er 375.
Bestem den procentvise
afvigelse.

Bestem den procentvise
afvigelse.

d) I et forseg er vaerdien 413

observeret, og den tilsva-
rende tabelveerdi er 350.
Bestem den procentvise
afvigelse.

Video, der forklarer hvordan
en procentafvigelse beregnes.
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https://youtu.be/8IolqJIzPRg

2.4 Owerslagsregning

Ved at afrunde tallene i en udregning fas et overslag pa facit. Det
kan veere nyttigt til at tjekke resultaterne fra ens veerktejsprogram.
Skal man eksempelvis regne 3,7 - 7,15 ud, kan man f et overslag
over resultatet ved at afrunde, for man ganger:

3,7-7,15~4-7=28

Overslaget forteeller altsa, at produktet er cirka 28.
Rundes begge faktorer op, kan man finde en evre greense for
produktet.
3,7-7,15<4-8=232

Det betyder, at produktet er under 32. Rundes begge faktorer ned,
fds en nedre graense for produktet.

3,7-7,15>3-7=21

Produktet af 3,7 og 7,15 ligger i intervallet [21,32].
Et overslag for en brok geres ved at afrunde teeller og naevner,
sddan at teeller gar op i neevner

276 270 _ 27 _
3 3 3
Ved nedrunding af negative tal bliver fx —4,1 nedrundet til —5
og rundet op til —4, sa den nedre greense for

rund ned

51,2 —4,1 51 —-5=146

Qvelse 60 Benyt overslagsregning til at finde en ovre og en nedre
graense for folgende:

a) 3,1-3,6 b) 3,1+3,6 ¢) 54,5+ 21,4
2 2
d) 54,5 — 3,4 e) ; f) %

Qvelse 61 Benyt overslagsregning til at finde en ovre og en nedre
graense for tallet v/ 34.
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Ovelse 62 Benyt overslagsregning til at bestemme, om en ligning
har en lesning i et givet interval.

a) Benyt overslagsregning til at afgere, om ligningen 7x —
3 = 0 har en losning, der ligger i intervallet [0, 1].

b) Benyt overslagsregning til at afgere, om ligningen x? —

5x 45,25 = 0 har to lesninger, der ligger i intervallet
[1,4].

2.5 Potenser

Udregninger skal skrives pd den mest simple made, og derfor
indferes en notation, der betyder det samme tal ganget med sig
selv et antal gange, fx

3-3-3.3=3%

Det udtales ‘tre i fjerde’ eller ‘tre opleftet i fjerde’. En potens af et

Regneregler for potenser,

negativt tal fx hvor x og y er forskellige fra
(=5)% = (=5) - (=5) =25 0
og den negative veerdi af potensen af et tal fx oyt = gt
2 ﬁ e
—5"=—-(5-5)=-25 xf
(x5)t _ xs~t
er to forskellige ting. xy) = »-y
Eksempel 43 Folgende udtryk (x)s X
v) ¥
3«6 L= 1
xf = 1
kan reduceres ved at anvende reglen x° - x' = x°*'. S4 fas, at x
Vx o= X+, hvor x > 0
3. ,6 3+6 9
2 xb =30 =y /xt = x% hvorx>0

Eksempel 44 Folgende udtryk

(*)’
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kan reduceres ved at anvende reglen (x°)" = x°*. 84 fs, at
6
(x3> — 36 _ 18

ovelse 63 Reducer folgende udtryk. Antag, at x, y og a ikke er
0.

a) ;ii b) %3 x2 Q) (x2)6
d) g e) xt. x f) (x3)0

Eksempel 45 PFolgende udtryk

x6
s

X —t Qs f2
kan reduceres ved at anvende reglen — = x° !. G4 fas, at
x

% — 36— 3
1
Det er ifolge reglen x° = ] lig
1
-3
=5

Ofte forventes det, at mere komplicerede udtryk kan overskues.

Eksempel 46 Udtrykket

x
kan reduceres ved at anvende reglen — = x*~! to gange, forst
pa faktorerne indeholende x og derefter pa faktorerne indehol-
dene y. Nar reglen anvendes pa x fas, at

Video med eksempler pa be-
regninger med fokus pa po-
tenser.


https://youtu.be/3Eb02juFmNw
https://youtu.be/3Eb02juFmNw

og nar den anvendes pa y fas, at

Bemeerk at y = y'. Disse to resultater kan s& saettes sammen.

x6‘y4 3 .3
oy oYY

Dette kan reduceres yderligere ved brug af reglen (x -y)° =

Xyt
oy = (xy)?
Eksempel 47 Folgende udtryk
Va2 x73

t
kan reduceres ved at anvende reglen vV x! = xs pa V32, hvorved
2
fas, at Vx2 = x5. Det betyder, at

8/ 5 2 _
x5. x2.x3:x5.x8.x3

t

Reglen x° - x' = x**! anvendes pa alle tre faktorer,

5

2
X~ - x8

3 _ (5+5+(-3)

2 16_’_% 18 9
8 8 8 8 4

Ogda5+§+(—3):2+

2 9
KSHEH(=3) — o8

@velse 64 Reducer folgende udtryk. Antag, at x, y og a ikke er

0.
o 2
a);i b);z
2. A 2. .2
) zyz d) — 3y
Xe-y X2y
e) x*- V210, hvor x > 0 f) a*-Vx6-a5  hvorx >0
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2.5.1 Eksponentiel notation

Store tal navngives ved hjeelp af de latinske navne for tal (bi betyder
2, tri betyder 3, quad 4 osv.). P& dansk skifter man mellem —ion og
—iard (million, milliard, billion, billiard, trillion, trilliard, quadrillion
osv.. ). P4 engelsk benyttes million, billion, trillion, quadrillion,
quintillion, sextillion and so on. S& en milliard danske kroner er pd

engelsk “a billion danish crowns”. Tallet 10'%°

gdr i gvrigt under
navnet Googol, hvilket firmaet Google er opkaldt efter.

Naér tal er meget store, at det er upraktisk at opskrive alle cifrene.
Derfor benyttes ofte en seerlig repraesentation, hvor 10’er-potenser

benyttes til at angive, hvor mange cifre der er i et tal.

Eksempel 48 — Jordens veegt. Jorden vejer 5977 000 000 000 000 000 000 000 kg

eller ca. 6 millioner milliarder milliarder kg eller 6 quadrillioner kg.
Der er 24 cifre efter 5-tallet, hvilket betyder, at Jordens veegt kan
skrives som 5,977 ganget med firetyve 10-taller:

5977000 000 000 000 000 000000 = 5,977-10-10- - - 10 = 5,977 -10**
—_—
24

Nogle computerprogrammer anvender notationen 5,977E24 og
ikke 5,977 - 10*. E er en forkortelse af »exponential.
Definition 5 — Eksponentiel notation. Et tal siges at veere skrevet
i eksponentiel notation, hvis det stir p& formen a - 10°, hvor
1 <a <10, og b er et helt tal.

Ovelse 65 Antallet af Googlesogninger i 2012 var 1216 373 500 000.
Omskriv dette tal til eksponentiel notation. Nedskriv ogsa tal-
lets navn skrevet pd henholdsvis dansk og engelsk.

Eksempel 49 — Overslagsregning. Eksponentiel notation er idéel til

overslagsregning. Planeten Jupiter vejer 1,8997 - 10%

kg. Hvor
mange gange tungere er Jupiter end Jorden? Det ses, at Jupiters
veegt har 3 cifre mere end Jordens veegt - 24 i forhold til 27.
Overslagsregning giver derfor, at Jupiter er ca. 1000 gange tun-

gere end Jorden. Lidt mere preecist bliver det ved at opskrive
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det som en division og runde af undervejs.

5,977 - 1024 5,977 6

— ~ =3.10"°
1,8997-107  1,8997-103  2-103

Jorden vejer altsa ca. 0,003 gange vaegten af Jupiter.

Negative 10’er-potenser benyttes til at skrive meget sma tal. At
gange et tal med 107! er det samme som at dividere med 10, og
nar et tal divideres med 10, rykkes kommaet en plads til venstre.

Eksempel 50 — Molekyler. Et mol er 6,022 141 - 102 molekyler. Et
mol vandmolekyler vejer 18,01528 gram. Derfor kan ét vandmo-
lekyles veegt udregnes som folger:

18,01528 18
6,022141-102 ~ 6-10%

=3-107%

Der er 23 nuller foran 3-tallet, og ét vandmolekyle vejer saledes
0,000 000 000 000 000 OO0 000 000 03 .

Koncentrationen af CO, i atmosfaeren angives i ppm, der er en
forkortelse af parts-per-million. P4 dansk ville vi sige »ud af én
million«. Koncentrationen af CO, i atmosfeeren er ca. 400 ppm. Det
betyder at

400  4-10?
1000000  1-10°
andel af molekylerne i luften er CO,.

=4.10"*

@velse 66 Et lille virus er 0,000000020 meter langt. Omskriv
leengden til eksponentiel notation.

Qvelse 67 Benyt overslagsregning til at undersoge, hvor mange
vandmolekyler der er i 1 kg vand.

TAL
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2.6 Parenteser

Huvis et tal eller bogstav skal ganges ind i en parentes, skal tallet
eller bogstavet ganges med hvert led i parentesen fx

5.34+c—a)=5-3+5-c—5-a
dette kan reduceres til

15+ 5c — 5a

ovelse 68 Udregn folgende udtryk.

a)a+a+a b)a-b—a-b+a
oo
c); d)a-(b+c)—a-b
a a-b—a-c+a-d
e) 7 f) p +c

g) a-(a+a) h) (a+b)-c—(c+b)-a

Er der to parenteser, som skal ganges ind i hinanden (parente-
serne ganges ud), skal hvert led i den ene ganges med hvert led i
den anden, fx

(x+y+z)-(a+b+c) = (x+y+z)-a+(x+y+z)-b+
(x+y+z)-c
= xa-+ya+za+ xb+yb+zb+
xc+yc +zc

Her er en tabel med eksempler pa typiske udregninger.

Regel Eksempel
a+b-a=(b+1)-a a+4a=(1+4)-a
ca+b-a=(b+c)-a|2a—4a=(2—-4)-a

1
b= Z7=4
¢ 7

(b+c)=a-b+a-c|3-(b+c)=3b+3c
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Video med reducering af ud-
tryk.


https://youtu.be/XTjQzGeqLS8
https://youtu.be/XTjQzGeqLS8

Eksempel 51 Gang folgende parenteser ud (dvs. gang dem ind i
hinanden) (2x +4) - (3y + z).

(2x+4)- By +2)

= (2x+4)-3y+(2x+4)-z
= 2x-3y+4-3y+2x-z+4-z

Eksempel 52 Gang folgende parenteser ud (dvs. gang dem ind i

hinanden): (2x + y)?

- (5+z).
Forst omskrives (2x + y>2

til (4x> + y* + 4xy), nu ses at der er

to parenteser og ingen potenser

(4:9(2 + yz +4xy) - (5+2z)

nu kan det ganges ud.

(4x2 + y2 +4xy) - (5+2z)

= (4 +y*+4xy) -5+
(4x* + y? +4xy) -z
= 4x*-5+y* 5+4xy-5+

4x? z+y? z 44wy oz

= 20x% + 5y* + 20xy + 4x°z + y?z + dxyz

Ovelse 69 Gang folgende parenteser ud.

-(z+5)

b) (x+y)- (2x+y)

d) (5x +4y) - (2x + 3y)

f) (x—3y)-(x+y)

h) (3x +5y +3) - (2x +4)

Video med eksempler pa at
gange parenteser ud.
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https://youtu.be/Q2V8k1xUleE
https://youtu.be/Q2V8k1xUleE

2.6.1 Faktorisering

At seette udenfor parentes betyder, at en faktor, som flere led har
tilfeelles, kan placeres udenfor en parentes. Det kaldes derfor ogsé
for faktorisering.

Eksempel 53 Faktoriser folgende udtryk.

2x + 5xy
Begge led indeholder x, som derfor kan saettes udenfor parentes
2x +5xy = x- (24 5y)
Bemeerk, at x er fjernet fra begge led.

Ovelse 70 Faktoriser folgende udtryk.

a) 3x +4xy b) 2x + 6xy

) 3x% + 6xy d) 4a +6b + 8¢

e) 3a + 6ba® f) 3xy? — 9xy

) 14xty® — 21x3y* h) xy +3x +3y +9

2.6.2 Kwoadratsetninger

Meget ofte skal udtryk pa formen (x 4 3)? (kvadratet af et toleddet
udtryk), og derfor er der folgende nyttige seetninger.

Saetning 5 — Kvadratsaetningerne.

(a+b)? = a®>+b*+2ab (2.1)
(a—b)? = a®+b*—2ab (2.2)
(a+b)-(a—b) = a*—b? (2.3)

For at vise, at dette er sandt, skal udregningen af (a + b)? og
de andre to udtryk gennemferes. Dette kaldes et bevis.

m Bevis Seetningerne kan vises ved algebraisk udregning, eller det
kan ses som arealer
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(a+b)? = (a+b)-(a+D)
(a+b)-a+(a+Db)-b
a-a+b-a4+a-b+0b-b
a* + b% + 2ab

Eksempel 54 Udregn folgende: (5+3) - (5+ 3). Forst bestemmes,
hvilken af de tre kvadratseetninger der skal bruges. Da der star +
i begge parenteser, er det den forste kvadratsetning. Seetningen
siger sa at:

(5+43)>=(5+3)-(5+3) =5"+3%+2-5-3=25+9+30 = 64

Meget ofte regnes ikke med tal, men med bogstaver. Derfor
kommer der her et eksempel med bogstaver.
Eksempel 55 Udregn folgende: (x +y) - (x +y). Forst bestemmes,
hvilken af de tre kvadratseetninger der skal bruges. Da der stér +
i begge parenteser, er det den forste kvadratseetning. Seetningen
siger at:

(x+y?=(x+y)-(x+y) =2+ +2-xy

Nu er opgaven lost, fordi det ikke er muligt at reducere yderli-
gere.

Eksempel 56 Udregn folgende: (2x +y) - (2x — y). Forst bestem-
mes, hvilken af de tre kvadratseetninger der skal bruges. Da der
stdr + i den en parentes og - i den anden parentes, er det den
tredje kvadratseetning. Seetningen siger, at:

2x+y) - (2x—y) = (20—
— 42— y2

I udregningen er potensregnereglen (a-b)" = a" - b" brugt pa
(2x)? = 2% - x* = 4x*. Nu er opgaven lost, fordi det ikke er
muligt at reducere yderligere.

a b

a% + b% + 2ab

Video med eksempler pa re-
ducering af udtryk ved brug
af parentesregler og kvadrat-
saetninger.
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https://youtu.be/wjaq3SHecEI
https://youtu.be/wjaq3SHecEI

@velse 71 Omskriv ved brug af kvadratseetningerne.

a) (t+71)? b) (t—r)-(t+7)
) x—r)-(2x—7) d) (x+4y)- (x+4y)
e) —(t+7)? f) —(t—r)?

Qvelse 72 Omskriv ved brug af kvadratseetningerne.

a) (3x —5y)2 b) (3x + 5y)?

c) Bt+r)-(Bt+r) d) —(t—4r)- (t+4r)

e) (3x —3r)-(3x —3r) f) 2x—r?)-(2x —1?)
g) (x+3)-(x+3) h) (x+2)-(x—4)
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3
Stykkevis linecer

En funktion kan veere stykkevis. Det betyder at den er konstrueret
af stykker fra flere forskellige funktioner. Hvis den stykkevise
funktion er konstrueret af linesere funktioner, kaldes den stykkevis
linecer. Her ses to linesere funktioner

fi(x) = §x—1og folx) = —x+8

1// :\ : : : : > (1)
d N

Den stykkevise funktion defineres ved at veelge to ikke over-

lappende intervaller for x-veerdien. Her ses hvad der ville se hvis
intervallerne overlappede — dette er ikke en funktion.

x <4

—x+8,
-]

1
jx—l, x <6

Video om stykkevise linezere
funktioner


https://youtu.be/_znI8fAP2eA
https://youtu.be/_znI8fAP2eA

T ~
T : : : : > (1)

//

Grafen for en stykkevis funktion kan veere sammenhzengende.

> (1)

Grafen for en stykkevis funktion kan vere ogsa veere usammen-
heengende.
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e : : : : : > (1)

Den abne og fyldte cirkel viser hvad funktionsveerdien er, hvor
grafen er usammenhaengende. I dette tilfeelde betyder den fyldte
cirkel betyder at f(2) = 6. Det er ogsa muligt at udregne en
funktionsveerdi med forskriften. Veerdien af x har betydning for
hvilken forskrift der skal bruges. Nar x er mindre end eller ligmed
2 skal den everste forskrift bruges. Er x sterre end 2 skal den
nederste forskrift bruges.

f2)=-2+8=6

og
f8)=}-8-1=3
Prov at finde veerdierne pé grafen.

Qvelse 73 Tegn grafen for funktionen f givet ved

f(x) =

x+2, x<6
2x —4, x>6

ovelse 74 Tegn grafen for funktionen f givet ved

2x —2, x<3
f(x) =
—x4+6, x>3
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ovelse 75 P4 figuren ses grafen for en stykkevis defineret funk-
tion f.

a) Aflees f(8) pa grafen.

b) Benyt grafen til at lose ligningen f(x) = 3.

Ovelse 76 Pa figuren ses grafen for en stykkevis defineret funk-
tion f.

a) Benyt grafen til at bestemme f(3).
b) Benyt grafen til at lose ligningen f(x) = 6.

c) Bestem en forskrift for f.

70



@velse 77 P& figuren ses grafen for en stykkevis defineret funk-

tion f(x).
(2)

a) Benyt grafen til at lose ligningen f(x) = 3.

ovelse 78 En stykkevis lineeer funktion er givet ved

2x —3, x<4
flx) =
x+1, 4<x

a) Bestem f(2), f(4) og f(10).

Eksempel 57 En stykkevis lineeer funktion er givet ved

x+3, x<3
flx) =
—x+2, x>3
Los ligningen f(x) = 4.
Forst loses ligningerne
x+3 = 4
—x+2 =

Ligningen x + 3 = 4 har lesningen 1, og da f(1) =4 er1
en losning til ligningen f(x) = 4. Ligningen —x + 2 = 4 har
losningen —2, men da f(—2) = 1 er —2 ikke en losning til

ligningen f(x) = 4.

STYKKEVIS LINEZR

71



Qvelse 79 En stykkevis lineaer funktion er givet ved

%x+4, x<6
flx) =
—2x+19, 6<x

Los ligningen f(x) = 3.

@velse 80 En stykkevis lineeer funktion er givet ved

2x —3, x<4
f(x) =
x+1, 4<x

Los ligningen f(x) = 1.
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Ekstra opgaver

Her findes en raekke opgaver fra matx.dk, der kan anvendes i grundforlebet.

Regnearternes hierarki

Reducering af udtryk

Isolering af variable

Forstegradsligninger med parentes
Forstegradsligninger

Procentafvigelse

Relativ eendring

Bestem procentdel et tal udger af et andet tal

Bestem procentdelen af et tal

Sammenheeng mellem forskrift og graf for linesere funktioner
Uaftheengig og atheengig veerdi for en lineser funktion
Forskrift for lineser funktion ud fra to punkter

Tegn grafen for en lineeer funktion

Bestem forskriften for en lineeer funktion ud fra grafen.


https://matx.dk
https://matx.dk/materialer/tal_hierarki.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_reducer.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_isoler.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_ligningerparentes.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_ligninger.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_pctafvigelse.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_pctrelativ.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_pctdel.pdf
https://matx.dk/materialer/tal_pctaf.pdf
https://matx.dk/materialer/fun_grafkending.pdf
https://matx.dk/materialer/fun_lin_indepent.pdf
https://matx.dk/materialer/fun_lin_topunkt.pdf
https://matx.dk/materialer/lin_tegngraf.pdf
https://matx.dk/materialer/fun_lin_graf_forskrift.pdf

Facitliste

10
11
12

13
14
15
16

17
18

19
20

21
22

23

24

25
26

27

28

29
30
31
32

33

a) Er grafen for en funktion. b) Er ikke grafen for en funktion. c) Er ikke grafen for en funktion.
d) Er grafen for en funktion.

Grafen for funktionen f er den grenne graf. Grafen for funktionen g er den bla graf. Grafen for
funktionen & er den rede graf.

Punkt (3,7) fordi sé vil grafen veere parallel med 2.aksen og derfor ikke veere grafen for en
funktion.

a)a=1/30gb=3.b)y=1/3x+3.c) (12,5) ligger ikke pa grafen. (—9,0) ligger pa grafen.
f(x) = —x+3

a) f(x) =2x.b) f(x) =0,1x+0,5.¢) f(x) = —0,5x +5.d) f(x) =5,25x —35.¢) f(x) = —x +8.

f) f(x) =0,1x+4,2.g) f(x) =0,25x +34,5.h) f(x) = —x — 2.
flx)=2x+1

f(x) = —x+1

flx)=x—4

f(x)=-0,5x+2

Startgebyret er 54 kr. og kilometertaksten er 6 kr.
Startgebyret er 150 kr. og minuttaksten er 6,67 kr.

a) y = 1,10091x. b) Densiteten af vandet er 1.10091 g/mL.

a)v:q~h.b)y:k‘(r+q).c)r:6-(n—m).d)f:k~g.e)E:mmz.f)E:k~02.

a) y = 1,06x. b) Densiteten af veesken er 1,06 g/mL.

a) y = 13,8x +2,2. b) Videoen far 2,2 visninger lige efter den er uploaded og derefter far den
13,8 visninger i timen.

a) y = —1x+9,6. b) Der er 9600 danskere der ikke har en mobiltelefon i 2011 og det tal falder
med 1000 om dret.

a) y = 2x + 150, hvor y er den samlede pris i kr. og x er forbruget af gigabit data. b) y =
1,2x 45,5, hvor y er prisen pa ét kilogram kartofler og x er antallet af ar der er gaet siden 2010.
c)y = 0,4x + 5,5, hvor y er eksporten af grise og x er antallet af ar efter 2001. d) y = —2x + 28,
hvor y er tiden i min. det tager for Dennis at lobe 5 km og x er antallet af gange han har
lpbet. e) y = —55000x + 800000, hvor y er antallet af rygere og x er antallet af ar efter 2006. f)
y = 45x 4130, hvor y er afstanden bilen har kert i km og x er tiden den har kert i timer.

a)y:k-(x+z).b)y+x:k~§c)x—yzk-{’/jd) ; =k-J/xyex-y=k-(y+z)

a) x er proportional med kvadratroden af x. b) Summen af kvadraterne af x og y er proportional
med kvadratet af y. ) x er proportional med kubikroden af y. d) Kvadratet af summen af x og
y er proportional med kubikroden af x. €) Summen af kvadraterne af x og y er proportional
med differensen mellem x og y. f) Forholdet mellem x og y er proportional med kvadratroden
af summen af x og y. g) Forholdet mellem x og y er proportional med produktet af x og y. h)
Kvadratet af y er proportional med y.

a) Et badekar indeholder 42 liter vand og fyldes yderligere med 23 liter pr. minut. b) En bil kerer
med 35 km/t og accelererer med 1,2 km/t pr. sekund. c) En video far 240 visninger pr. time.

a) Effekten af vindmellen er 12 kW, ndr vindhastigheden er over 4 m/s, og vokser med 110 kW
nar vindhastigheden vokser med 1 m/s, til vindhastigheden er 20 m/s. b) En bambus er 5 cm og
vokser med 2,3 cm om dagen nar den er mellem 1 og 20 dage.

a) f(3) =18.b) f(—3) =0.0) f(3) = ~1.d) f(~2) =6.¢) f(0) = —8.9) f(1) = ~3. ) f(2) = 4.
h) f(0,5) =2.1i) f(3/4) = —1,5.

a) Det er en losning. b) Det er ikke en losning. c) Det er ikke en losning. d) Det er en lgsning.

a) x =3/5.b) x =1/10.
a)x=1/2.b)x=1/3.c)x=7/2.d)x =2/3.e)x =8/9.f) x = -1.g) x = =7.h) x = 3. 1)
x = —8/6.

a)x=6.b)x=4.cx=-2.d)x=5.ex=1/2.f)x=-3.g)x=8h)x=0.



34

35

36
37
38
39
40

41
42
43

44
45
46
47
48
49
50

x -5 1 4 4 x -5 1 8 4
a) b)

2x +1 -9 3 9 9 —3x—1 14 —4 —25 —-13

X —4 2 5 3 x -3 3 8 4
c) d)

4x 45 —11 13 25 17 —4x+4 16 -8 —28 —-12

x -3 3 7 5 X —4 2 6 4
e) f)

3x—2 —11 7 19 13 —3x+1 13 ) -17 —-11

x —4 2 7 5 X 0 1 2 3
8) h)

5x -20 10 35 25 x—4 —4 -3 -2 -1

x 0 1 2 3
i)

—2x+4 4 2 0 -2

(2) 2) (2)

a) b) <) \
@) @ @
1 A
lw T
1 — (1) e
\ It A
/| /
d) e) f)

Punktet (5,120) ligger ikke pé grafen for f. Punktet (0.1,27) ligger pa grafen for f.

a) x =2.b) x = —2.¢c) x = 2. d) Ingen losning e) x = 20. f) x = 2.
a)x=6/5.b)x=3/4.¢c)x =—6/13.d) x = 15/19.

a)x =1/2.b) x = 30.

a)0,5.b) 0,45.¢) 1,5.d) 4,8. e) 4,75. f) 0,001. g) 3,4. h) 4,75. i) 2,312.
Bttt bbb b

-2 -1 0 1 2

a) 20%. b) 10% c) 33,3 %. d) 22,2 %.
a) —7.b) 25.¢) 13. d) —18. ) 4. f) 75. g) —11. h) —75.

3/5,0,6, 60 %, g, lgsningen til ligningen 3 = 5x.

2b 310
a) 6.b) 5 Q) 5 d) 2.
28 8b 2 2 a
a) 3 b) ?4.;) 2. d)xg. e)yg. f) b
3 x 3 9 3x _ b+x ab ab+ cx
a) Z'b) ? Q) T d) 3 e) ﬂ f) — g) a.h) -
§+ c_ b+c¢

a a a 3
a)5x+2.b)3x+9c¢)3.d) T




51
52

53
54
55
56
57
58
59
60

61
62

63

64
65
66
67
68
69

70
71

72

73
75

76

77
78
79
8o

a) 15. b) 60. ) 40. d) 15. e) 52,5. f) 225. g) 66. h) 375. i) 0,09. j) 6. k) 12,3. 1) 144.

Fri tale + fri sms/mms blev valgt af 300. Fri tale + fri sms/mms + 10 G data blev valgt af 120. Fri
tale + fri sms/mms + fri data blev valgt af 78o.

a) 10 %. b) 50 %. c) 200 %. d) 5 %. €) 20 %. f) 5%. g) 11,1 %. h) 25 %.

De er lige store og det geelder for alle procenttal og tal.

De er lige store og det geelder for alle procenttal og tal.

a) 250. b) 24. c) 360. d) 68. e) 285. f) 160. g) 168. h) 48, 75.

De koster 1080 kr.

Det er de sorte jeans er sat med med 225kr. og de pink jeans er sat ned med 18 %

a) 60 %. b) —5%. C) 20 %. d) 18 %.

a) Mellem 9 og 16. b) Mellem 6 og 8. ¢) Mellem 70 og 90. d) Mellem 46 og 57. e) Mellem 7 og 8. f)
Mellem 54 og 55.

Mellem 5 og 6.

a)Ja.Da7-0—3 = —3 er negativ og 7 -1 — 3 = 4 er positiv, vil den veere 0 et sted mellem 0 og 1.
b) Ja.

a)x2.b) 2. o x2. d)yx 5. e 1.1

a)x2b)x 2.0yt d)yy L e sl f) ;%

1,2163735 - 10'2. ca. 1,2 tusinde millarder. Approx. 1,2 thousand billions.

2-1075.

333-10%.

a)3a.b)a.c)a.d)a-c.e)a . f)b+d. g) 2a>. h) —b(a—c).

Q) ¥ +2xy+ 2 b) 222 +3xy+ 12 ) xy+2x +2y +4.d) 10x% +23xy + 1237 ) x* — 2. f)
¥ —2xy -3yt g) X’z —y*z+5x* — 542 h) 6x* +10xy + 18 x + 20y + 12.

a)x (4y+3).b)2x By+1).¢)3x (x+2y).d)2-(2a+3b+4c).e)3a(2ab+1).) 3xy (y — 3).
2) 7x°y> (2x —3y). h) (y +3) (x +3).

a) 12 +22tr +82.b) =P+ 2. 0) P —dxr+4x2 d) X® +8xy+ 1617 €) —12 —2tr — 12 f) -1 +
2tr —t-.

a)9x2 —30xy+25y2.b)9x* +30xy +25y2. o) 2 +6tr +9£2.d) 1672 — 2. ¢) 91> — 18xr + 942
f)r* —4r’x +4x2. g) x> +6x+9.h) x> —2x —8.

(2)

/

1
a)9.b)x =2o0g x =5.

—x+5, x<4
a)2.b)x=—-1.¢) f(x) = Va3 d<
—1/2x+3, x

a)x=—-2o0gx =4

a) f(2) =1, f(4) =5, f(10) = 11.
x=—-2o0gx=28.

x=2.



Formelsamling

Broker
b ccEtb-d
242 o Le=z0d Addition og substraktion
d ¢ c-d
a b a-b T
7. T g Multiplikation
a b a-c .
p / - = ] Division
b a-b
- = = Forl f
c s orleeng og forkort
Potenser
x5 - xt _ xs+t
x5 —t
7 - F
(xS)t — xs-t
(x-y)? = x-y
\°
v) v
o = 1
x5 = 1
xS
Ne— x5 ,hvorx >0
Vxt = xé,hvorx>0
Parenteser
x-(a+b) = a-x+b-x Distributive lov
(a+b)? = a*+b*+2-a-b 1. kvadratsetning
(a—b)> = a*+b*—2-a-b 2 kvadratsetning

(a+Db)-(a—b) = a*>—b* 3. kvadratseetning




Linezere funktioner

f(x) = a-x+b
(2)
(x2,12) M///
et (1)
(x1,y1) ] A
e = 274 Heeldningskoefficient
X2 — X1
b = y1—a-x 2. Skeeringspunktet med 1. aksen er (0, b)
a > 0 Funktionen er voksende
a = 0 Funktionen er konstant
a < 0 Funktionen er aftagende
Ligninger
x+y=z & x+y+a=z+a Ligning adderet meda
x+y=z & x+y—a=z—a Ligning subtraheret med a
x+y=z & ax+ay=az Ligning multipliceret med a
xty=z & Tprcz Ligning divideret med a

a a a







Multiplikationstabel

12| 3| 4 10 | 11 | 12
1 1| 2| 3| 4 10 | 11 | 12
2 2 | 4| 6 10 |12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24
3 3|6 | 9 |12]15 |18 |21 |24 27 | 30 | 33 | 36
4 4 | 8 |12 |16 |20 | 24 | 28 | 32| 36 | 40 | 44 | 48
5 5 | 10| 15|20 | 25|30 35|40 | 45 | 50 | 55 | 60
6 6 |12 | 18 | 24 |30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 66 | 72
7 17 | 14|21 |28 |35]|42|49 (56| 63 | 70 | 77 | 84
8 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | 88 | 96
9| 9 |18 |27 (36|45 |54 |63|72| 81 | 90 | 99 | 108
10 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120
11 | 11 | 22 [ 33 | 44 | 55| 66 | 77 | 8 | 99 | 110 | 121 | 132
12 | 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 72 | 84 | 96 | 108 | 120 | 132 | 144
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